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Óìîâíi ïîçíà÷åííß
1. ϕ∗ - êîìïëåêñíå ñïðßæåííß ç ϕ.
2. A† - åðìiòîâî ñïðßæåíèé îïåðàòîð.
3. |α| - àáñîëþòíà âåëè÷èíà (ìîäóëü) α.
4. F , F−1 - ïðßìå i îáåðíåíå ïåðåòâîðåííß Ôóð'¹ âiäïîâiäíî.
5. C+ (C−) - ïiâïëîùèíà êîìïëåêñíèõ ÷èñåë ç äîäàòíîþ (âiä'¹ìíîþ) óßâíîþ
÷àñòèíîþ.
6. W - âèçíà÷íèê Âðîíñüêîãî (âðîíñêiàí).
7. L2 - âåêòîðíèé ïðîñòið.
8. E - îäèíè÷íà ìàòðèöß.
9. Aò - òðàíñïîíîâàíà ìàòðèöß.
10. δmn =
{
1 ïðè m = n
0 ïðè m 6= n - ñèìâîë Êðîíåêåðà.
11. aij - åëåìåíòè ìàòðèöi.
12. det [aij] - âèçíà÷íèê ìàòðèöi.
13. Aij - àëãåáðà¨÷íå äîïîâíåííß ìàòðèöi.
14. arg(z) - àðãóìåíò êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z.
15. Imz, Rez - óßâíà òà äiéñíà ÷àñòèíè êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z âiäïîâiäíî.
16.
N∏
m=n
- äîáóòîê.
17.
N∑
m=n
- ñóìóâàííß.
18. ≡ - ñèìâîë òîòîæíîñòi.
19. ∼  çíàê ïðîïîðöiéíîñòi.
20. ∂x  ÷àñòèííà ïîõiäíà ïî x.

ÃËÀÂÀ 1
ÎÑÍÎÂÍI ÍÅËIÍIÉÍI ÅÂÎËÞÖIÉÍI
ÐIÂÍßÍÍß
Âèâ÷àòèìåìî íåëiíiéíi äèôåðåíöiàëüíi ðiâíßííß åâîëþöiéíîãî òèïó ó ÷à-
ñòèííèõ ïîõiäíèõ ó âèïàäêó îäíi¹¨ ïðîñòîðîâî¨ êîîðäèíàòè, ßêi ìàþòü âèãëßä
ut = F (u, ux, uxx, . . .), (1.1)
àáî
utt = F (u, ux, uxx, . . .), (1.2)
äå ut = ∂u∂t , ux =
∂u
∂x i ò.ä. - âiäïîâiäíî ïîõiäíi çà çìiííèìè t òà x.
Äëß ðiâíßíü (1.1) òà (1.2) ìîæíà ïîñòàâèòè çàäà÷ó Êîøi, ßêà ôîðìóëþ¹òü-
ñß íàñòóïíèì ÷èíîì:
çíàéòè ðîçâ'ßçîê u(x, t) ðiâíßííß (1.1), ùî çàäîâîëüíß¹ ïî÷àòêîâó óìîâó
u(x, t = 0) = f(x), äëß âñiõ x ïðè t > 0;
àáî
çíàéòè ðîçâ'ßçîê u(x, t) ðiâíßííß (1.2), ùî çàäîâîëüíß¹ ïî÷àòêîâi óìîâè u(x, t = 0) = f(x)ut(x, t = 0) = ft(x)· · · , äëß âñiõ x ïðè t > 0;
äå f(x), ft(x), . . . - âiäîìi ôóíêöi¨.
Îñêiëüêè çà ïî÷àòêîâèìè äàíèìè øóêà¹òüñß ðîçâ'ßçîê ó ìîìåíò ÷àñó
t > 0, òî äàíèé òèï ðiâíßíü íàçèâàþòü åâîëþöiéíèìè ðiâíßííßìè.
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1.1. ÏÎÂÍIÑÒÞ IÍÒÅÃÐÎÂÍI ÍÅËIÍIÉÍI ÐIÂÍßÍÍß
1.1. Ïîâíiñòþ iíòåãðîâíi íåëiíiéíi ðiâíßííß
Ïðè îïèñi ôiçè÷íèõ, õiìi÷íèõ, áiîëîãi÷íèõ òà áàãàòüîõ iíøèõ ïðîöåñiâ i
ßâèù îòî÷óþ÷î¨ íàñ äiéñíîñòi ÷àñòî âèêîðèñòîâóþòüñß íåëiíiéíi ìàòåìàòè÷-
íi ìîäåëi íà îñíîâi íåëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíßíü ó ÷àñòèííèõ ïîõiä-
íèõ. Äåòàëüíå äîñëiäæåííß íåëiíiéíèõ ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé ¹ íàäçâè÷àéíî
âàæëèâèì äëß ðîçóìiííß ôiçè÷íî¨ ïðèðîäè òà îñîáëèâîñòåé òàêèõ ïðîöåñiâ i
ßâèù. Îäíèì ç íàéâàæëèâiøèõ ïðèéîìiâ ¨õ äîñëiäæåííß ¹ ïîøóê ìîæëèâèõ
àíàëiòè÷íèõ ðiøåíü.
Ïîáóäóâàòè àäåêâàòíó ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü ïåâíîãî ïðîöåñó íå ïðîñòî,
ïðîòå íàáàãàòî ñêëàäíiøå çíàéòè (ßêùî öå âçàãàëi ìîæëèâî) ïðàâèëüíèé
ðîçâ'ßçîê ïîñòàâëåíî¨ çàäà÷i. Òèì áiëüøå òî÷íèé àíàëiòè÷íèé ðîçâ'ßçîê!
Çíà÷íèé ïðîãðåñ ó öüîìó íàïðßìêó äîñßãíóòî â îñòàííi äåñßòèði÷÷ß, çàâäßêè
ðîçðîáëåíèì íîâiòíiì àíàëiòè÷íèì ìåòîäàì ðîçâ'ßçàííß íåëiíiéíèõ åâîëþ-
öiéíèõ ðiâíßíü ó ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ.
Ðîçðiçíßþòü íåëiíiéíi ðiâíßííß, ùî âîëîäiþòü òî÷íèìè ðîçâ'ßçêàìè i ðiâ-
íßííß ùî íå âîëîäiþòü òàêèìè. Íàéáiëüøèé iíòåðåñ âèêëèêàþòü ïåðøi ç íèõ,
ßêi íàçèâàþòü òàêîæ ïîâíiñòþ iíòåãðîâíèìè íåëiíiéíèìè åâîëþöiéíèìè ðiâ-
íßííßìè, àáî ðiâíßííßìè, ùî ìàþòü òî÷íi N-ñîëiòîííi àíàëiòè÷íi ðîçâ'ßçêè.
Õàðàêòåðíîþ îñîáëèâiñòþ öèõ ðiâíßíü ¹ iñíóâàííß ðîçâ'ßçêiâ ó âèãëßäi óñà-
ìiòíåíèõ õâèëü (solitary wave) àáî çà ñó÷àñíîþ òåðìiíîëîãi¹þ  ñîëiòîíiâ
(soliton). Âèßâèëîñß, ùî òàêi ðîçâ'ßçêè ìîæíà îòðèìàòè íå ëèøå äëß îäíi¹¨
óñàìiòíåíî¨ õâèëi, à é äëß äîâiëüíîãî ÷èñëà óñàìiòíåíèõ õâèëü (ó çàãàëüíî-
ìó âèïàäêó N õâèëü), ùî ðóõàþòüñß ç ðiçíèìè øâèäêîñòßìè, ìàþòü ðiçíi
àìïëiòóäè i çàçíàþòü âçà¹ìíèõ çiòêíåíü.
Îäíà ç äèâíèõ âëàñòèâîñòåé óñàìiòíåíèõ õâèëü ïîëßãà¹ â òîìó, ùî âîíè
áàãàòî â ÷îìó ïîäiáíi äî ÷àñòèíîê. Òàê, ïðè çiòêíåííi äâi óñàìiòíåíi õâèëi,
ßê çäà¹òüñß, íå ïðîõîäßòü îäíà ÷åðåç îäíó, ßê çâè÷àéíi ëiíiéíi õâèëi, à íi-
áèòî ïðóæíî âçà¹ìîäiþòü, âiäøòîâõóþ÷èñü îäíà âiä îäíî¨ ïîäiáíî òåíiñíèì
ì'ß÷àì. Ñàìå çàâäßêè öüîìó óñàìiòíåíà õâèëß, ùî âîëîäi¹ òàêèìè âëàñòèâî-
ñòßìè, îòðèìàëà íàçâó ñîëiòîí, ùî ïiäêðåñëþ¹ ¨¨ êîðïóñêóëßðíèé õàðàêòåð.
Îäíèì ç íàéáiëüø åôåêòèâíèõ àíàëiòè÷íèõ ìåòîäiâ äîñëiäæåííß ïîâíiñòþ
iíòåãðîâíèõ íåëiíiéíèõ ñèñòåì (òîáòî ðiâíßíü ñîëiòîííîãî òèïó), ßêèé äîçâî-
ëß¹ çíàéòè òî÷íi N-ñîëiòîííi ðîçâ'ßçêè, ¹ ìåòîä îáåðíåíî¨ çàäà÷i ðîçñißííß
(ÌÎÇÐ). Äëß äåìîíñòðàöi¨ çàñòîñóâàííß öüîãî ìåòîäó ìè îáðàëè íàéáiëüø
ïîøèðåíi íåëiíiéíi ðiâíßííß ñîëiòîííîãî òèïó: ðiâíßííß Êîðòåâåãà - äå Ôðiçà,
íåëiíiéíå ðiâíßííß Øðåäiíãåðà, ðiâíßííß sin-Ãîðäîíà.
Ðiâíßííß Êîðòåâåãà-äå Ôðiçà
Ðiâíßííß Êîðòåâåãà-äå Ôðiçà (ÊäÔ) - íàéáiëüø âiäîìà ìàòåìàòè÷íà ìî-
äåëü, ßêà ìà¹ óíiâåðñàëüíèé ôiçè÷íèé çìiñò i îïèñó¹ ðiçíîìàíiòíi ßâèùà, ùî
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âiäáóâàþòüñß â ñåðåäîâèùàõ çi ñëàáêîþ äèñïåðñi¹þ òà íåëiíiéíiñòþ, ìà¹ âèãëßä:
ut + uxxx − 6uux = 0. (1.3)
Ðiâíßííß ÊäÔ ïîáóäîâàíå ßê ðiâíßííß, ùî îïèñó¹ äîâãi õâèëi íà ìiëêié
âîäi.
Çàñòîñóâàííß ÊäÔ : õâèëi ðiçíî¨ ïðèðîäè, ðîçïîâñþäæåííß iìïóëüñiâ ó
îïòèêî-õâèëüîâèõ ñèñòåìàõ, àêóñòè÷íi õâèëi â êðèñòàëàõ, iîííî-çâóêîâi õâèëi
â ïëàçìi, òîùî.
Íåëiíiéíå ðiâíßííß Øðåäiíãåðà
Íåëiíiéíå ðiâíßííß Øðåäiíãåðà (ÍÐØ), íå ïëóòàòè çi ñòàöiîíàðíèì ðiâ-
íßííßì Øðåäiíãåðà, ßê i ðiâíßííß ÊäÔ, øèðîêî âèêîðèñòîâó¹òüñß ïðè âèâ-
÷åííi ðîçïîâñþäæåííß õâèëü â ðiçíèõ îáëàñòßõ ôiçèêè.
ÍÐØ âiäiãðà¹ âàæëèâó ðîëü ó òåîði¨ íåëiíiéíèõ õâèëü ç äèñïåðñi¹þ òà
êóái÷íîþ íåëiíiéíiñòþ i ìà¹ âèãëßä:
iut + uxx + 2 |u|2 u = 0, (1.4)
äå ôóíêöiß u(x, t) êîìïëåêñíîçíà÷íà, à |u|2 = uu¯.
Éîãî íàçâà ïîõîäèòü âiä òîãî, ùî âîíî ñïiâïàäà¹ ïî ôîðìi ç êâàíòîâî-
ìåõàíi÷íèì ðiâíßííßì Øðåäiíãåðà ç ïîòåíöiàëîì ïðîïîðöiéíèì |u|2, õî÷à
éîãî ôiçè÷íèé çìiñò íàñïðàâäi äàëåêèé âiä êâàíòîâî¨ ìåõàíiêè îäíî÷àñòèííèõ
ñèñòåì.
Çàñòîñóâàííß ÍÐØ : ðîçïîâñþäæåííß ñâiòëîâèõ ïó÷êiâ ó íåëiíiéíié îï-
òèöi, åëåêòðîìàãíiòíèõ õâèëü òà õâèëü Ëåíãìþðà â ïëàçìi, òîùî.
Ðiâíßííß sin-Ãîðäîíà
Øèðîêî âiäîìå ó íåëiíiéíié ôiçèöi ðiâíßííß, ßêå âèêîðèñòîâó¹òüñß ïðè
àíàëiçi âëàñòèâîñòåé åëåìåíòàðíèõ ÷àñòèíîê òà òåîðåòè÷íîìó îïèñi áàãàòüîõ
åôåêòiâ ó ôiçèöi òâåðäîãî òiëà, ìà¹ âèãëßä
utt = uxx + sinu, (1.5)
àáî â êàíîíi÷íié ôîðìi
uxt = sinu. (1.6)
Âïåðøå öå ðiâíßííß ç'ßâèëîñß ó äèôåðåíöiàëüíié ãåîìåòði¨ ßê òî÷íà ìî-
äåëü, ùî îïèñó¹ ïîâåðõíþ ñòàëî¨ âiä'¹ìíî¨ êðèâèçíè. Ó ôiçèöi òâåðäîãî òi-
ëà ðiâíßííß sin-Ãîðäîíà áóëî çàïðîâàäæåíî Ôðåíêåëåì i Êîíòîðîâîþ, ßêi
çàïðîïîíóâàëè ìîäåëü îäíîâèìiðíî¨ äèñëîêàöiß â êðèñòàëi, íà îñíîâi öüîãî
ðiâíßííß.
Çàñòîñóâàííß ðiâíßííß sin-Ãîðäîíà: äèíàìiêà ëîêàëiçîâàíèõ çáóäæåíü íà-
ìàãíi÷åíîñòi â ìàãíiòíèõ ìàòåðiàëàõ; äæîçåôñîíiâñüêi êîíòàêòè â íàäïðîâiä-
íèêàõ; äèíàìiêà äèñëîêàöié ó ôiçèöi òâåðäîãî òiëà, ðîçïîâñþäæåííß õâèëü
ðîçøèðåííß â áiîëîãi÷íèõ (ëiïiäíèõ) ìåìáðàíàõ, òîùî.
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1.2. Ìåòîäè ðîçâ'ßçàííß
Ìåòîäè çíàõîäæåííß ðîçâ'ßçêiâ ëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíßíü íà äà-
íèé ÷àñ äîáðå âiäîìi i çàñâî¹íi. Íà âiäìiíó âiä ëiíiéíèõ, iíòåãðóâàííß íåëiíié-
íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíßíü ¹ ñóòò¹âî ñêëàäíiøîþ çàäà÷åþ.
Ñåðåä íåëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíßíü ó ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ, iñíó¹
öiëèé êëàñ ôiçè÷íî çíà÷èìèõ ðiâíßíü ßêi ¹ ïîâíiñòþ iíòåãðîâíèìè. Äëß öèõ
ðiâíßíü âäà¹òüñß ðîçâ'ßçàòè çàäà÷ó Êîøi, à ó ßêîñòi îäíîãî ç âàæëèâiøèõ
ðåçóëüòàòiâ ïîáóäóâàòè áàãàòîñîëiòîííi ðîçâ'ßçêè òà çíàéòè çàêîíè çáåðå-
æåííß, ùî íàäà¹ òåîði¨ öèõ ðiâíßíü ïåâíó çàâåðøåíiñòü i âèòîí÷åíiñòü. Íèíi
ðîçðîáëåíi àíàëiòè÷íi òà ÷èñåëüíi ìåòîäè ðîçâ'ßçàííß òàêèõ ðiâíßíü. Ñåðåä
àíàëiòè÷íèõ ìåòîäiâ íàéáiëüø ïîøèðåíèìè ¹, â ïåðøó ÷åðãó, ßê âæå íàãîëî-
øåíî, ìåòîä îáåðíåíî¨ çàäà÷i ðîçñißííß òà éîãî ìîäèôiêàöi¨, à òàêîæ ìåòîäè
ïåðåòâîðåíü Áåêëóíäà, Äàðáó, Õiðîòè òà äåßêi iíøi. Çíàõîäæåííß ðiøåííß
êîíêðåòíî¨ çàäà÷i ìîæå áóòè ïîâ'ßçàíå ç ïåðåáîðîì êiëüêîõ âiäîìèõ ìåòîäiâ.
• Ìåòîä îáåðíåíî¨ çàäà÷i ðîçñißííß (ÌÎÇÐ)
ðóíòó¹òüñß íà ïðåäñòàâëåííi íåëiíiéíîãî ðiâíßííß ßê óìîâè ñóìiñíîñòi
äâîõ ëiíiéíèõ ðiâíßíü.  ñâî¹ðiäíèì óçàãàëüíåííßì ïåðåòâîðåííß Ôóð'¹
äëß ëiíiéíèõ ñèñòåì íà âèïàäîê íåëiíiéíèõ ðiâíßíü ó ÷àñòèííèõ ïîõiä-
íèõ.
• Ïåðåòâîðåííß Áåêëóíäà
Ïåðåòâîðåííß Áåêëóíäà (A.Backlund, 1875)  ñïîñiá ïîáóäîâè òî÷íèõ
ðiøåíü äåßêèõ ðiâíßíü íåëiíiéíî¨ ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè. Ôàêòè÷íî  ïå-
ðåòâîðåííß âiä îäíîãî ðîçâ'ßçêó äàíîãî ðiâíßííß äî äðóãîãî ðîçâ'ßçêó
òîãî ñàìîãî ðiâíßííß. Äîçâîëß¹ êîíñòðóþâàòè (ðîçìíîæóâàòè) íîâi òî÷-
íi ñîëiòîííi ðîçâ'ßçêè ç âæå âiäîìèõ: ïîñëiäîâíå çàñòîñóâàííß ïåðåòâî-
ðåííß Áåêëóíäà, ïî÷èíàþ÷è ç ðîçâ'ßçêó âàêóóìó , äîçâîëß¹ çíàéòè â
ßâíîìó âèãëßäi N-ñîëiòîííi ðîçâ'ßçêè íåëiíiéíîãî ðiâíßííß.
Âïåðøå çàïðîïîíîâàíî äëß çíàõîäæåííß áàãàòîñîëiòîííèõ ðîçâ'ßçêiâ ðiâ-
íßííß sin-Ãîðäîíà.
• Ïåðåòâîðåííß Äàðáó
Ïåðåòâîðåííß Äàðáó (G.Darboux, 1882)  ìåòîä êîíñòðóþâàííß àíàëiòè÷-
íî ðîçâ'ßçóâàíèõ ðiâíßíü çà äîïîìîãîþ îïåðàöié äèôåðåíöiþâàííß ç ðiâ-
íßíü, ßêi âæå ìàþòü àíàëiòè÷íi ðîçâ'ßçêè. Æ.Ã. Äàðáó, íà îñíîâi ði-
øåíü îäíîâèìiðíîãî ðiâíßííß Øòóðìà-Ëióâiëëß, çíàéøîâ ôîðìóëè, ßêi
äîçâîëßþòü êîíñòðóþâàòè íîâi òî÷íî ðîçâ'ßçóâàíi ïîòåíöiàëè ðiâíßííß
Øòóðìà-Ëióâiëëß i âiäïîâiäíi ðîçâ'ßçêè.
Ñó÷àñíà êîíöåïöiß ïåðåòâîðåíü Äàðáó íàëåæèòü Â.Á. Ìàòâ¹¹âó (1979),
ßêèé ïåðåôîðìóëþâàâ âiäîìi ðåçóëüòàòè ñòîñîâíî äî íåñêií÷åííèõ i¹ðàð-
10
ÃËÀÂÀ 1. ÎÑÍÎÂÍI ÍÅËIÍIÉÍI ÅÂÎËÞÖIÉÍI ÐIÂÍßÍÍß
õié ëiíiéíèõ òà íåëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíßíü ó ÷àñòèííèõ ïîõiä-
íèõ i äåßêèõ ¨õ óçàãàëüíåíü, âêëþ÷àþ÷è íåëiíiéíi åâîëþöiéíi ðiâíßííß.
Ïåðåòâîðåííß Äàðáó ìîæíà çàñòîñîâóâàòè áàãàòîðàçîâî, îòðèìóþ÷è òà-
êèì ÷èíîì íîâi ðîçâ'ßçêè.
• Ïåðåòâîðåííß Õiðîòè
Ìåòîä Õiðîòè (R.Hirota, 1971) ¹ ïðßìèì ìåòîäîì îòðèìàííß áàãàòî-
ñîëiòîííèõ ðiøåíü iíòåãðîâíèõ ðiâíßíü ó ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ. Âií ïîëß-
ãà¹ â çíàõîäæåííi ôóíêöiîíàëüíîãî ïåðåòâîðåííß âiä âèõiäíèõ ïîëüîâèõ
çìiííèõ äî íîâèõ çìiííèõ, â òåðìiíàõ ßêèõ äèíàìi÷íi ðiâíßííß ìîæóòü
áóòè ðîçùåïëåíi äî ñèñòåìè ïîëiëiíiéíèõ (÷àñòiøå áiëiíiéíèõ) ðiâíßíü,
ùî ìàþòü ðîçâ'ßçêè ó âèãëßäi ñòàíäàðòíèõ ðßäiâ åêñïîíåíò, êîæíà ç
ßêèõ âiäïîâiäà¹ ñîëiòîíó.
Õàðàêòåð ôóíêöiîíàëüíîãî ïåðåòâîðåííß çàçâè÷àé ïiäêàçó¹òüñß âèäîì
îäíîñîëiòîííîãî ðîçâ'ßçêó. Ñòðóêòóðó íåñêií÷åííîãî ðßäó åêñïîíåíò âè-
âîäßòü, âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìàëüíó òåîðiþ çáóðåíü. Ìåòîä Õiðîòè äîç-
âîëß¹ çàïèñóâàòè áàãàòîñîëiòîííi ðîçâ'ßçêè ó âèãëßäi ñóïåðïîçèöi¨ âçà¹-
ìîäiþ÷èõ íåëiíiéíèõ ìîä.
Íà äàíèé ÷àñ ïåðåòâîðåííß Õiðîòè çíàéäåíi ïðàêòè÷íî äëß âñiõ âiäîìèõ
ïîâíiñòþ iíòåãðîâíèõ íåëiíiéíèõ åâîëþöiéíèõ ðiâíßíü (íà âiäìiíó âiä
ïåðåòâîðåíü Áåêëóíäà).
1.3. Ñîëiòîííi ðîçâ'ßçêè
Äëß íåëiíiéíîãî ðiâíßííß åâîëþöiéíîãî òèïó (1.1) àáî (1.2), ùî iíòåãðó-
þòüñß çà äîïîìîãîþ ÌÎÇÐ ìîæíà øóêàòè êëàñè òî÷íèõ ëîêàëiçîâàíèõ (ñîëi-
òîííèõ) ðîçâ'ßçêiâ, ßêi âîëîäiþòü íèçêîþ äèâîâèæíèõ âëàñòèâîñòåé:
à) ïðè ðîçïîâñþäæåíi â ïðîñòîði çáåðiãàþòü ñâîþ ôîðìó;
á) ïðóæíî âçà¹ìîäiþòü îäèí ç îäíèì.
Ôiçè÷íî ñîëiòîíè  öå äåßêi ïðîñòîðîâî ëîêàëiçîâàíi êîãåðåíòíi ñòðóêòó-
ðè, ùî óòâîðþþòüñß çà ïåâíèõ óìîâ ó ôiçè÷íèõ ñèñòåìàõ ðiçíî¨ ïðèðîäè, ùî
íå ðóéíóþòüñß ïðîòßãîì äîâãîòðèâàëîãî ÷àñó i ïðóæíî (çi çáåðåæåííßì ñâî¹¨
ôîðìè) âçà¹ìîäiþòü îäèí ç îäíèì. Ïðè÷îìó ¹äèíèì ðåçóëüòàòîì âçà¹ìîäi¨
ñîëiòîíiâ ¹ äåßêèé çñóâ ôàç.
Âiäêðèòòß ñîëiòîííèõ ðîçâ'ßçêiâ ïîâ'ßçàíå iç ðîçâ'ßçàííßì ðiâíßííß ÊäÔ.
Â 1967 ðîöi Ãàðäíåð, Ãðií, Êðóñêàë i Ìióðà çàïðîïîíóâàëè íåñòàíäàðòíèé
ïiäõiä, çàñíîâàíèé íà ìîæëèâîñòi çâ'ßçàòè íåëiíiéíå ðiâíßííß ÊäÔ ç ëiíié-
íèì îäíîâèìiðíèì ðiâíßííßì Øðåäiíãåðà äëß ñòàöiîíàðíèõ ñòàíiâ: ðiøåííß
ðiâíßííß ÊäÔ âiäiãðà¹ ðîëü ïîòåíöiàëó ñòàöiîíàðíîãî ðiâíßííß Øðåäiíãåðà,
à ÷àñ ðîçãëßäà¹òüñß ßê ïàðàìåòð. Îá ðóíòóâàííßì òàêîãî ïiäõîäó ïîñëóæè-
ëà òà îáñòàâèíà, ùî ñïåêòð îïåðàòîðà Øðåäiíãåðà ç ïîòåíöiàëüíîþ åíåðãi¹þ,
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ßêà âèçíà÷à¹òüñß ç ðiâíßííß ÊäÔ, íå çàëåæèòü âiä ÷àñó. À çíà÷èòü, âií ìîæå
áóòè âèçíà÷åíèé äëß áóäü-ßêîãî ìîìåíòó ÷àñó ëèøå çà äîïîìîãîþ ïî÷àò-
êîâî¨ óìîâè (êëàñè÷íà çàäà÷à Êîøi), âçßòî¨ â ßêîñòi ïîòåíöiàëüíî¨ ôóíêöi¨
ðiâíßííß Øðåäiíãåðà. Íå çàéâå íàãàäàòè, ùî âëàñòèâîñòi âëàñíèõ çíà÷åíü i
âëàñíèõ ôóíêöié ñòàöiîíàðíîãî ðiâíßííß Øðåäiíãåðà (ßê àíàëîãà ðiâíßííß
Øòóðìà-Ëióâiëëß) íà òîé ÷àñ áóëè äîáðå âiäîìi çàâäßêè êâàíòîâié ìåõàíiöi,
äå ðiâíßííß Øðåäiíãåðà äëß ñòàöiîíàðíèõ ñòàíiâ âiäiãðà¹ êëþ÷îâó ðîëü. Íà-
ñòóïíèì åòàïîì áóëî çâåäåííß ðiâíßííß ÊäÔ äî ñèñòåìè äâîõ ðiâíßíü, òàê
çâàíó ïàðó Ëàêñà i îáãðóíòóâàííß íîâîãî ìåòîäó ðîçâ'ßçàííß çàäà÷i Êîøi
äëß íåëiíiéíèõ ðiâíßíü ó ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ- ÌÎÇÐ.
Ó ïîäàëüøîìó öåé ïiäõiä âäàëîñß ïîøèðèòè i íà iíøi íåëiíiéíi åâîëþöiéíi
ðiâíßííß.
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ÃËÀÂÀ 2
ÇÀÃÀËÜÍÀ IÄÅß ÌÅÒÎÄÓ
2.1. Ìåòîä Ôóð'¹ äëß ëiíiéíèõ ðiâíßíü
Ç îá÷èñëþâàëüíîþ òî÷êè çîðó ÌÎÇÐ âèíèê ßê àíàëîã ïåðåòâîðåííß Ôóð'¹
äëß ëiíiéíèõ ñèñòåì. Â îáîõ âèïàäêàõ ïðîöåäóðà ñêëàäà¹òüñß ç òðüîõ êðîêiâ:
1) ïî÷àòêîâà óìîâà u(x, 0) ïðåäñòàâëß¹òüñß ó âèãëßäi ïåðåòâîðåíî¨ ôóíê-
öi¨ ïðîñòèì âèðàçîì. Â ðåçóëüòàòi îäåðæó¹ìî îáåðíåíó ôóíêöiþ ïðè t = 0;
2) îñêiëüêè ïåðåòâîðåíà ôóíêöiß âiäíîñíî ïðîñòà, òî ëåãêî âñòàíîâëþ¹òü-
ñß åâîëþöiß ïåðåòâîðåíî¨ ôóíêöi¨ â ìîìåíòè ÷àñó t > 0. Â ðåçóëüòàòi ìà¹ìî
îáåðíåíó ôóíêöiþ ïðè t > 0;
3) çíàííß ïåðåòâîðåíî¨ ôóíêöi¨ â äåßêèé ìîìåíò ÷àñó t > 0 äîçâîëß¹, çà-
ñòîñîâóþ÷è îáåðíåíå ïåðåòâîðåííß, îäåðæàòè ðîçâ'ßçîê çàäà÷i u(x, t).
Ðîçãëßíåìî öþ àíàëîãiþ íà ïðèêëàäi ëiíåàðèçîâàíîãî ðiâíßííß ÊäÔ (1.3):
ut + uxxx = 0,
ç ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ
u(x, 0) = u0(x), u0 ∈ R.
Çàïèøåìî âèðàçè äëß ïåðåòâîðþâàíèõ ôóíêöié ó íàñòóïíîìó âèãëßäi:
Ïðßìå ïåðåòâîðåííß Ôóð'¹:
F(u) = u˜(λ, t) =
∞∫
−∞
eiλxu(x, t)dx
Îáåðíåíå ïåðåòâîðåííß Ôóð'¹:
F−1(u) = u(x, t) = 1
2pi
∞∫
−∞
e−iλxu˜(λ, t)dλ
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Íà ïåðøîìó åòàïi âèêîíà¹ìî ïiäñòàíîâêó ïî÷àòêîâî¨ óìîâè â ïðßìå ïåðå-
òâîðåííß Ôóð'¹:
F(u0) = u˜(λ, 0) =
∞∫
−∞
eiλxu(x, 0)dx.
Íà äðóãîìó åòàïi çíàéäåìî åâîëþöiß ïåðåòâîðåíî¨ ôóíêöi¨ ç ÷àñîì. Âèêî-
ðèñòîâóþ÷è ïðàâèëà îá÷èñëåííß ïîõiäíèõ, çàïèøåìî:
F(ut) =
∞∫
−∞
eiλx
∂u
∂t
dx =
∂
∂t
∞∫
−∞
eiλxudx =
∂
∂t
u˜ = u˜t,
F(ux) =
∞∫
−∞
eiλx
∂u
∂x
dx = iλF(u),
F(uxxx) =
∞∫
−∞
eiλx
∂3u
∂x3
dx = (iλ)3F(u).
Ïiäñòàâèâøè öi ïîõiäíi ó ëiíåàðèçîâàíå ðiâíßííß ÊäÔ, îäåðæèìî çâè-
÷àéíå äèôåðåíöiàëüíå ðiâíßííß âiäíîñíî çìiííî¨ t:
u˜t + iλ
3u˜ = 0,
äå λ - çìiííà â ïåðåòâîðåííi Ôóð'¹, âõîäèòü ßê ñòàëèé ïàðàìåòð.
Çàãàëüíèé ðîçâ'ßçîê ïðßìîãî ïåðåòâîðåííß Ôóð'¹ ìà¹ âèãëßä
u˜(λ, t) = C(λ)e−iλ
3t.
Çàñòîñîâóþ÷è îáåðíåíå ïåðåòâîðåííß Ôóð'¹, îòðèìà¹ìî ðîçâ'ßçîê øóêà-
íîãî ðiâíßííß:
u(x, t) =
1
2pi
+∞∫
−∞
e−iλx−iλ
3tC(λ)dλ,
äå ñòàëà iíòåãðóâàííß C(λ) çíàõîäèòüñß ç ïî÷àòêîâî¨ óìîâè
C(λ) = u˜(λ, t = 0) =
+∞∫
−∞
eiλx u(x, 0)dx = F(u0).
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2.2. Ïðåäñòàâëåííß Ëàêñà
Äëß ðîçâèòêó ÌÎÇÐ, à òàêîæ äëß êðàùîãî ðîçóìiííß ìàòåìàòè÷íî¨ ïðè-
ðîäè ìåòîäó, ñóòò¹âèì ñòàëî ïðåäñòàâëåííß íåëiíiéíîãî ðiâíßííß ßê óìîâè
ñóìiñíîñòi äâîõ äîïîìiæíèõ ëiíiéíèõ çàäà÷:{
LΨ = λΨ
Ψt = −AΨ,
(2.1)
àáî
Ψxt = Ψtx (2.2)
Àìåðèêàíñüêèé ìàòåìàòèê Ï.Ëàêñ ïðèäàâ óìîâi ñóìiñíîñòi çðó÷íó îïå-
ðàòîðíó ôîðìó ó âèãëßäi óìîâè êîìóòàòèâíîñòi ëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ
îïåðàòîðiâ äîïîìiæíèõ ëiíiéíèõ çàäà÷ (2.1):
LtΨ + LΨt = λΨt.
Äiéñíî, ââàæàþ÷è, ùî âëàñíi çíà÷åííß λ íå çàëåæàòü âiä ÷àñó, ïðîäèôå-
ðåíöiþ¹ìî ïåðøå ðiâíßííß (2.1) ç óðàõóâàííßì äðóãîãî
LtΨ + L(−AΨ) = λ(−AΨ),
LtΨ = (LA− AL) Ψ.
Îòæå, ëiíiéíi îïåðàòîðè L i A óòâîðþþòü ïàðó Ëàêñà äëß íåëiíiéíîãî
ðiâíßííß, ßêùî âèêîíó¹òüñß óìîâà ñóìiñíîñòi
Lt = [L,A] , (2.3)
ßêà ñïiâïàäà¹ ç ñàìèì íåëiíiéíèì ðiâíßííßì.
Òóò [L,A] ≡ LA− AL - êîìóòàòîð îïåðàòîðiâ L i A.
Äîïîìiæíi ëiíiéíi äèôåðåíöiàëüíi ðiâíßííß (2.1) ìàþòü òàêi îñîáëèâîñòi:
1) ïåðøå ç íèõ âiäïîâiäà¹ çàäà÷i íà âëàñíi çíà÷åííß λ (λ = const , ñïåê-
òðàëüíèé ïàðàìåòð) i âëàñíi ôóíêöi¨ Ψ. Âàæëèâîþ îñîáëèâiñòþ ¹ òå, ùî ïåð-
øèé îïåðàòîð íå ìiñòèòü ïîõiäíî¨ çà ÷àñîì; âií ìiñòèòü ëèøå ïîõiäíi çà ïðî-
ñòîðîâîþ çìiííîþ. Òàêèì ÷èíîì ìîæíà ðîçãëßäàòè t ßê ïàðàìåòð i äîñëiä-
æóâàòè ñïåêòðàëüíi âëàñòèâîñòi äàíîãî îïåðàòîðà.
2)äðóãå ðiâíßííß îïèñó¹ åâîëþöiß âëàñíî¨ ôóíêöi¨ Ψ ç ÷àñîì.
Ïðåäñòàâëåííß íåëiíiéíîãî ðiâíßííß ó âèãëßäi îïåðàòîðíîãî ðiâíßííß äîç-
âîëß¹ çâåñòè àíàëiç âèõiäíîãî íåëiíiéíîãî ðiâíßííß äî àíàëiçó äâîõ áiëüø
ïðîñòèõ ëiíiéíèõ ðiâíßíü. Âèßâëß¹òüñß öi¹þ âëàñòèâiñòþ âîëîäiþòü íå âñi
äèôåðåíöiàëüíi íåëiíiéíi ðiâíßííß, à ëèøå òi, ßêi ìàþòü ñîëiòîííi ðîçâ'ßçêè.
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Ïðèêëàä 1. Ïàðà Ëàêñà äëß ðiâíßííß Êîðòåâåãà-äå Ôðiçà
Ðiâíßííß ÊäÔ
ut + uxxx − 6uux = 0, (2.4)
îïåðàòîðàìè
L = − ∂2∂x2 + u,
A = 4 ∂
3
∂x3 − 6u ∂∂x − 3 ∂∂xu,
(2.5)
çàäà¹òüñß ïàðîþ ëiíiéíèõ ðiâíßíü
Ψxx + (λ− u) Ψ = 0,
Ψt + 4Ψxxx − 6uΨx − 3uxΨ = 0.
(2.6)
Ïåðåêîíà¹ìîñß, ùî ðiâíßííß ÊäÔ (2.4) ìîæíà ïðåäñòàâèòè ßê óìîâó ñó-
ìiñíîñòi äâîõ ëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíßíü (2.3):
LAΨ =
(
− ∂
2
∂x2
+ u
)(
4
∂3
∂x3
− 6u ∂
∂x
− 3 ∂
∂x
u
)
Ψ =
= −4∂
5Ψ
∂x5
+ 12
∂2u
∂x2
∂Ψ
∂x
+ 15
∂2Ψ
∂x2
∂u
∂x
+ 10u
∂3Ψ
∂x3
+ 3Ψ
∂3u
∂x3
− 6u2∂Ψ
∂x
− 3uΨ∂u
∂x
;
ALΨ =
(
4
∂3
∂x3
− 6u ∂
∂x
− 3 ∂
∂x
u
)(
− ∂
2
∂x2
+ u
)
Ψ =
= −4∂
5Ψ
∂x5
+ 12
∂2u
∂x2
∂Ψ
∂x
+ 15
∂2Ψ
∂x2
∂u
∂x
+ 10u
∂3Ψ
∂x3
+ 4Ψ
∂3u
∂x3
− 6u2∂Ψ
∂x
− 9uΨ∂u
∂x
.
Çãiäíî iç îïåðàòîðíèì ïðåäñòàâëåííßì Ëàêñà (2.3):
utΨ = (LA− AL) Ψ,
òîìó â íàøîìó âèïàäêó
ut = −∂
3u
∂x3
+ 6u
∂u
∂x
.
Çâiäêè i âèòiêà¹ ðiâíßííß ÊäÔ
∂u
∂t
+
∂3u
∂x3
− 6u∂u
∂x
= 0.
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2.3. Ìàòðè÷íå ïðåäñòàâëåííß Ëàêñà
Çíàõîäæåííß ïàðè Ëàêñà äëß âiäïîâiäíîãî íåëiíiéíîãî ðiâíßííß ¹ âiä-
íîñíî ñêëàäíîþ çàäà÷åþ. Äëß ðiâíßííß ÊäÔ ïðåäñòàâëåííß Ëàêñà ñïèðà¹òü-
ñß íà óìîâó ñóìiñòíîñòi ó âèãëßäi Lt = [L,A]. Iñíó¹ iíøå êîìóòàòèâíå ïðåä-
ñòàâëåííß öüîãî ðiâíßííß, ùî äîçâîëß¹ óçàãàëüíèòè òåîðiþ íà iíøi íåëiíiéíi
åâîëþöiéíi ðiâíßííß òà ïåðåéòè äî ìàòðè÷íî¨ ôîðìè çàïèñó ïàðè Ëàêñà.
Ëiíiéíi äèôåðåíöiàëüíi ðiâíßííß (2.6), ßêi âiäiãðàþòü ôóíäàìåíòàëüíó
ðîëü äëß ðiâíßííß ÊäÔ, ïî ñóòi ¹ ïåðåâèçíà÷åíèìè. Óìîâà ñóìiñíîñòi äà-
íèõ ðiâíßíü ïðè âñiõ λ ¹ âèìîãîþ, ùîá ôóíêöiß u(x, t) çàäîâîëüíßëà ðiâíßí-
íß ÊäÔ. Äëß ïåðåõîäó âiä ñêàëßðíî¨ ôîðìè ïàðè Ëàêñà (2.5) äî ìàòðè÷íî¨
ôîðìè, äißòèìåìî íàñòóïíèì ÷èíîì. Çàïèøåìî ðiâíßííß (2.6) ó âèãëßäi
Ψxx + k
2Ψ− uΨ = 0, (a)
Ψt = −4Ψxxx + 6uΨx + 3uxΨ, (á)
äå ïîçíà÷åíî λ = k2.
Bâåäåìî íîâó íåâiäîìó ôóíêöiþ Ψ1, òàêèì ÷èíîì, ùî
Ψx = ikΨ + Ψ1. (2.7)
Äèôåðåíöþþ÷è (2.7) ïî x òà ïiäñòàâëßþ÷è iç ðiâíßííß (a) äðóãó ïîõiäíó,
ìàòèìåìî
Ψ1x = −ikΨ1 + uΨ. (2.8)
Îòæå, ñèñòåìà ðiâíßíü (2.7)-(2.8) òîòîæíà ðiâíßííþ (a). Òîáòî, âèêîíà-
íî ïåðåõiä âiä ðiâíßííß äðóãîãî ïîðßäêó äî ñèñòåìè äâîõ ðiâíßíü ïåðøîãî
ïîðßäêó.
Âèêîðèñòàííß ðiâíßíü (2.7)-(2.8) äîçâîëß¹ âèêëþ÷èòè âñi ïîõiäíi ïî x iç
ðiâíßííß (á) òà îòðèìàòè àíàëîãi÷íå ðiâíßííß äëß Ψ1. Â ðåçóëüòàòi ìà¹ìî:
Ψt =
(
4ik3 + 2iku− ux
)
Ψ +
(
4k2 + 2u
)
Ψ1, (2.9)
Ψ1t =
(
4k2u+ 2ikux
)
Ψ− (4ik3 + 2iku+ (uxx − 2u2)ux)Ψ1. (2.10)
Ôîðìóþ÷è iç Ψ i Ψ1 ñòîâï÷èê Φ =
(
Ψ
Ψ1
)
, ñèñòåìè ðiâíßíü (2.7)-(2.10)
ìîæíà çàïèñàòè â êîìïàêòíié ôîðìi çà äîïîìîãîþ ìàòðèöü U i V , ßêi çàëå-
æàòü âiä ïàðàìåòðó k: {
Φx = U(k)Φ,
Φt = V (k)Φ,
(2.11)
äå
U(k) = ik
(
1 0
0 −1
)
+
(
0 1
u 0
)
,
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V (k) = 4ik3
(
1 0
0 −1
)
+ 4k2
(
0 1
u 0
)
+ 2ik
(
u 0
ux −u
)
+
( −ux 2u
2u2 − uxx ux
)
.
Îñêiëüêè ìàòðèöi U , V çàëåæàòü âiä ôóíêöi¨ u(x, t), òî òàêîæ çàëåæàòü i
âiä çìiííèõ x, t.
Îòðèìàíà ñèñòåìà ðiâíßíü äîçâîëß¹ ïîáóäóâàòè óìîâó ñóìiñíîñòi. Äiéñíî,
äèôåðåíöþþ÷è ïåðøå ðiâíßííß (2.11) ïî t, à äðóãå ïî x i ïðèðiâíþþ÷è ìiøàíi
ïîõiäíi, îäåðæèìî: [
Φxt = UtΦ + UΦt,
Φtx = VxΦ + V Φx,
(Ut − Vx) Φ = V UΦ− UV Φ,
∂U(x, t, k)
∂t
− ∂V (x, t, k)
∂x
+ [U(x, t, k), V (x, t, k)] = 0. (2.12)
Ñóìiñíiñòü ðiâíßíü îçíà÷à¹ íàßâíiñòü ñïiëüíîãî ðîçâ'ßçêó.
Ïiäñòàâëßþ÷è ìàòðèöi U i V iç (2.11) â (2.12), ìîæíà ïîêàçàòè, ùî äàíà
ñòðóêòóðà ìàòðèöü U i V ïðèâîäèòü äî ðiâíßííß ÊäÔ. Îñêiëüêè óìîâà (2.12)
ïîâèííà âèêîíóâàòèñß äëß âñiõ k, òî êîìïîíåíòè îäåðæàíî¨ âiä ïiäñòàíîâêè
ìàòðèöi ïîâèííi áóòè ðiâíi íóëþ.
Ëiâà ÷àñòèíà (2.12) ïiñëß ïiäñòàíîâêè ìàòðèöü ìà¹ âèãëßä(
0 0
ut − 6uux + uxxx 0
)
.
Íåîáõiäíiñòü ðiâíîñòi íóëþ öi¹¨ ìàòðèöi îçíà÷à¹, ùî u(x, t) çàäîâîëüíß¹
ðiâíßííß ÊäÔ.
Óçàãàëüíþþ÷è îòðèìàíi ðåçóëüòàòè íà iíøi íåëiíiéíi ðiâíßííß, ìîæíà
ñòâåðäæóâàòè, ùî ñïiââiäíîøåííß (2.12) ïîäà¹ íîâå êîìóòàòèâíå ïðåäñòàâ-
ëåííß óìîâè ñóìiñòíîñòi (2.3), à (2.11) çîáðàæó¹ ëiíiéíi ðiâíßííß (2.1) ó ìàò-
ðè÷íié ôîðìi: {
ϕx = Uϕ,
ϕt = V ϕ,
(2.13)
äå ϕ = ϕ(x, t, λ) - n-ìiðíèé âåêòîð; U = U(x, t, λ) i V = V (x, t, λ) - n × n -
ìàòðèöi; λ - ñïåêòðàëüíèé ïàðàìåòð.
Iñíó¹ ïðîöåäóðà çíàõîäæåííß ìàòðèöi V ïðè çàäàííié ìàòðèöi U , â ðå-
çóëüòàòi ßêî¨ óìîâà (2.12) ïåðåòâîðþ¹òüñß ó âiäïîâiäíå íåëiíiéíå åâîëþöiéíå
ðiâíßííß.
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Íåõàé ϕ =
(
ϕ1
ϕ2
)
- âåêòîð-ôóíêöiß; U i V - ìàòðèöi 2× 2.
Áóäåìî ââàæàòè, ùî ïåðøà ëiíiéíà ñèñòåìà ðiâíßíü ç (2.13) ìà¹ âèãëßä(
ϕ1
ϕ2
)
x
=
(
iλ iq
ir −iλ
)(
ϕ1
ϕ2
)
, (2.14)
äå q, r - êîìïëåêñíi ôóíêöi¨ äâîõ çìiííèõ x i t.
Äðóãó ñèñòåìó ðiâíßíü (2.13), ßêà ìiñòèòü ïîõiäíi ïî t, çàïèøåìî òàêèì
÷èíîì, ùîá óìîâà (2.12) çâîäèëàñß äî ïåâíèõ ðiâíßíü â ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ
äëß q i r: (
ϕ1
ϕ2
)
t
=
(
A B
C D
)(
ϕ1
ϕ2
)
, (2.15)
äå A,B,C,D - äåßêi ôóíêöi¨, ùî çàëåæàòü âiä çìiííèõ x, t òà ïàðàìåòðà λ.
Ñèñòåìè (2.14)-(2.15) çàïèøåìî ó âèãëßäi
ϕ1x = iλϕ1 + iqϕ2
ϕ2x = irϕ1 − iλϕ2 (2.14
∗)
ϕ1t = Aϕ1 +Bϕ2
ϕ2t = Cϕ1 +Dϕ2
(2.15∗)
Äèôåðåíöþþ÷è ðiâíßííß (2.14∗) ïî t, à ðiâíßííß (2.15∗) ïî x, óìîâó ñó-
ìiñíîñòi ϕxt = ϕtx çâåäåìî äî ñïiââiäíîøåíü
Ax + irB − iqC = 0, (*)
Dx + iqC − irB = 0, (**)
Bx − 2iλB − iqt + iq(D − A) = 0,
Cx + 2iλC − irt + ir(D − A) = 0.
Ïîðiâíþþ÷è âèðàçè (∗) i (∗∗) ìîæíà ïîêëàñòè D = −A. Çâiäñè ìà¹ìî
óìîâè ñóìiñíîñòi
Ax = i(qC − rB),
Bx − 2iλB = iqt − 2iqA, (2.16)
Cx + 2iλC = irt + i2rA.
Çàãàëüíèé ðîçâ'ßçîê ñèñòåìè (2.16) äëß äîâiëüíèõ ôóíêöié q i r îòðèìàòè
íå âäà¹òüñß, òîìó áóäåìî ðîçãëßäàòè äåßêi ÷àñòèííi ðîçâ'ßçêè. À ñàìå, øó-
êàòèìåìî ðîçâ'ßçîê ñèñòåìè ó âèãëßäi ñêií÷åííèõ ðîçêëàäiâ çà äîäàòíiìè òà
âiä'¹ìíèìè ñòåïåíßìè ïàðàìåòðà λ.
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1. Íåëiíiéíå ðiâíßííß Øðåäiíãåðà
Íåõàé øóêàíi ôóíêöi¨ ¹ êâàäðàòè÷íèìè ïîëiíîìàìè çà ïàðàìåòðîì λ:
A = A2λ
2 + A1λ+ A0,
B = B2λ
2 +B1λ+B0,
C = C2λ
2 + C1λ+ C0.
(2.17)
Ïiäñòàâèìî ïîëiíîìè (2.17) â óìîâè ñóìiñíîñòi (2.16) i çãðóïó¹ìî êîåôi-
öi¹íòè ïðè îäíàêîâèõ ñòåïåíßõ ïàðàìåòðà λ:
λ2 (A2x − iqC2 + irB2) + λ (A1x − iqC1 + irB1) + (A0x − iqC0 + irB0) = 0,
λ3 (−2iB2) + λ2 (B2x − 2iB1 + 2iqA2) + λ (B1x − 2iB0 + 2iqA1) + (B0x − iqt + 2iqA0) = 0,
λ3 (2iC2) + λ
2 (C2x + 2iC1 − 2irA2) + λ (C1x + 2iC0 − 2irA1) + (C0x − irt − 2irA0) = 0.
Ïðèðiâíþþ÷è ïîñëiäîâíî äî íóëß êîåôiöi¹íòè ïðè îäíàêîâèõ ñòåïåíßõ λ,
òà âðàõîâóþ÷è íà êîæíîìó êðîöi ïîïåðåäíi ðåçóëüòàòè, îòðèìà¹ìî øóêàíi
ôóíêöi¨ ïîëiíîìó:
λ3 : B2 = C2 = 0
λ2 :
A2 = a2 = constB1 = a2q
C1 = a2r
λ1 :
A1 = a1 = constB0 = a1q + a22iqx
C0 = a1r − a22irx
λ0 :
 A0 = a0 −
a2
2 qr
B0x = iqt − 2iqA0
C0x = irt + 2irA0
(2.18)
Â ðåçóëüòàòi, îñòàííi äâà âèðàçè çâîäßòüñß äî ðiâíßíü â ÷àñòèííèõ ïîõiä-
íèõ äëß ôóíêöié q i r:
iqt − a22iqxx − a1qx + ia2q2r − 2ia0q = 0,
irt +
a2
2irxx − a1rx − ia2r2q + 2ia0r = 0.
Îñêiëüêè a1 i a0 - äîâiëüíi ñòàëi, äëß ïðîñòîòè ïðèéìåìî ¨õ ðiâíèìè 0, à
a2 = a. Âíàñëiäîê öüîãî ìàòèìåìî:
iqt − a2iqxx + iaq2r = 0,
irt +
a
2irxx − iar2q = 0.
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ßêùî ïîêëàñòè q = ±r∗ = ±u∗ òà a = 2i, òî îáèäâà ðiâíßííß çâîäßòüñß
äî ÍÐØ
iut + uxx ± 2|u|2u = 0. (2.19)
2. Ðiâíßííß sin-Ãîðäîíà
Ïîñòóïàþ÷è àíàëîãi÷íèì ÷èíîì, áóäåìî øóêàòè ðîçâ'ßçîê ñèñòåìè (2.16)
ó âèäi îäíî÷ëåííîãî ðîçêëàäó çà âiä'¹ìíèìè ñòåïåííßìè ïàðàìåòðà λ.
Íåõàé
A = −D = aλ−1,
B = bλ−1,
C = cλ−1.
(2.20)
Ïiäñòàâèìî (2.20) â ñèñòåìó (2.16) òà çãðóïó¹ìî çà ñòåïåíßìè λ:
λ−1 (ax − iqc+ irb) = 0,
λ0 (−2ib− iqt) + λ−1 (bx + 2iaq) = 0,
λ0 (2ic− irt) + λ−1 (cx − 2iar) = 0.
Â ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî ñïiââiäíîøåííß:
ax = i (qc− rb) ;
bx = −2iqa;
cx = 2ira;
qt = −2b;
rt = 2c.
(2.21)
Ïîêëàäåìî b = −c, òîäi iç (2.21) âèïëèâà¹ r = q:
ax = −2iqb;
bx = −2iqa = −2ira.
(2.22)
Äîìíîæèìî âiäïîâiäíî ïåðøå ðiâíßííß íà a, äðóãå - íà b, òà âiäíiìåìî
äðóãå âiä ïåðøîãî. Â ðåçóëüòàòi ìàòèìåìî:
ax = −2iqb
bx = −2iqa
∣∣∣∣ ·a·b ⇒ axa− bxb = 0. (2.23)
Ïðîiíòåãðó¹ìî (2.23) çà çìiííîþ x:
1
2
a2 − 1
2
b2 = F
′2(t). (2.24)
Çàïèñ (2.24) äîçâîëß¹ ïðåäñòàâèòè øóêàíi êîåôiöi¹íòè ó âèãëßäi
a = −F (t) cosu,
b = iF (t) sinu.
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Ïðèéíßâøè q =
ux
2
, îòðèìà¹ìî
uxt = −4iF sinu. (2.25)
Äëß çíàõîäæåííß íåâiäîìî¨ ôóíêöi¨ F ïîðiâíß¹ìî (2.25) ç ðiâíßííßì sin-
Ãîðäîíà. Çâiäêè ìà¹ìî
F =
i
4
= − 1
4i
.
Êîåôiöi¹íòè â (2.20) çà äàíèõ ïðèïóùåíü ìàþòü âèãëßä
a = 14iλ cosu, b = − 14λ sinu,
c = 14λ sinu, d = − 14iλ cosu
(2.26)
i âiäïîâiäíî ïðèâîäßòü äî ðiâíßííß sin-Ãîðäîíà:
uxt = sinu.
2.4. Ïðèêëàäè ìàòðè÷íî¨ ôîðìè ïàð Ëàêñà
äëß íåëiíiéíèõ ðiâíßíü
Ïåðåêîíà¹ìîñß, ùî äåßêi íåëiíiéíi ðiâíßííß åâîëþöiéíîãî òèïó ìîæíà
ïðåäñòàâèòè ßê óìîâó ñóìiñíîñòi äâîõ ëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíßíü.
Ïàðà Ëàêñà äëß íåëiíiéíîãî ðiâíßííß Øðåäiíãåðà
Âiäïîâiäíî äî ðåçóëüòàòiâ ïiäïóíêòó 2.3, íåëiíiéíå ðiâíßííß Øðåäiíãåðà
iut + uxx + 2 |u|2 u = 0 (2.27)
ïðåäñòàâëß¹òüñß ìàòðè÷íèìè îïåðàòîðàìè
U =
(
iλ iu∗
iu −iλ
)
, (2.28)
V =
(
2iλ2 − i |u|2 2iλu∗ + u∗x
2iλu− ux −2iλ2 + i |u|2
)
, (2.29)
äå u∗ - ôóíêöiß, ñïðßæåíà äî ôóíêöi¨ u.
Îïåðàòîðè (2.28) - (2.29) çàäàþòü ëiíiéíi ðiâíßííß (2.1), ßêùî Ψ  2-ìiðíèé
âåêòîð, ó âèãëßäi:
Ψx = UΨ,
Ψt = VΨ,
(*)
Ïåðåâiðèìî ñïðàâåäëèâiñòü çàäàííß îïåðàòîðiâ (2.28), (2.29) äëß ÍÐØ
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UV =
(
iλ iu∗
iu −iλ
) (
2iλ2 − i |u|2 2iλu∗ + u∗x
2iλu− ux −2iλ2 + i |u|2
)
=
=
(
−2λ3 + λ |u|2 − 2λ |u|2 − iu∗ux −2λ2u∗ + iλu∗x + 2λ2u∗ − u∗ |u|2
−2λ2u+ iλux + 2λ2u+ u |u|2 −2λ3 + λ |u|2 − 2λ |u|2 + iuu∗x
)
;
V U =
(
2iλ2 − i |u|2 2iλu∗ + u∗x
2iλu− ux −2iλ2 + i |u|2
) (
iλ iu∗
iu −iλ
)
=
=
(
−2λ3 + λ |u|2 − 2λ |u|2 + iuu∗x −2λ2u∗ − iλu∗x + 2λ2u∗ + u∗ |u|2
−2λ2u− iλux + 2λ2u− u |u|2 −2λ3 + λ |u|2 − 2λ |u|2 − iu∗ux
)
;
[U, V ] =
( −i(uu∗)x 2iλu∗x − 2u∗ |u|2
2iλux + 2u |u|2 2i(u∗u)x
)
;
Ut =
(
0 iu∗t
iut 0
)
; Vx =
(
−i(uu∗)x 2iλu∗x + u∗xx
2iλux − uxx 0
)
.
Ïiäñòàâëßþ÷è âiäïîâiäíi çíàéäåíi âèðàçè â îïåðàòîðíå ïðåäñòàâëåííß Ëàê-
ñà (2.12) ó âèãëßäi Ut − Vx + [U, V ] = 0, ìà¹ìî(
0 iu∗t − u∗xx − 2u∗ |u|2
iut + uxx + 2u |u|2 0
)
= 0,
çâiäêè i îòðèìó¹ìî ñèñòåìó íåëiíiéíèõ ðiâíßíü Øðåäiíãåðà{
iu∗t − uxx − 2u∗ |u|2 = 0,
iut + uxx + 2u |u|2 = 0.
Ïàðà Ëàêñà äëß ðiâíßííß sin-Ãîðäîíà
Ðiâíßííß sin-Ãîðäîíà â êàíîíi÷íié ôîðìi
uxt = sinu (2.30)
ïðåäñòàâëß¹òüñß ìàòðè÷íèìè îïåðàòîðàìè
U =
(
iλ iux2
iux
2 −iλ
)
, (2.31)
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V =
1
4iλ
(
cosu −i sinu
i sinu − cosu
)
, (2.32)
ßêi çàäàþòü ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíßíü (∗).
Ïåðåâiðèìî ñïðàâåäëèâiñòü çàäàííß ìàòðèöü (2.31)-(2.32) äëß ðiâíßííß
sin-Ãîðäîíà.
UV =
(
iλ iux2
iux
2 −iλ
) (
− i4λ cosu − 14λ sinu
1
4λ sinu
i
4λ cosu
)
=
=
(
1
4 cosu+
i
8λux sinu − i4 sinu− 18λux cosu
− i4 sinu+ 18λux cosu 14 cosu− i8λux sinu
)
;
V U =
(
− i4λ cosu − 14λ sinu
1
4λ sinu
i
4λ cosu
) (
iλ iux2
iux
2 −iλ
)
=
=
(
1
4 cosu− i8λux sinu + i4 sinu+ 18λux cosu
i
4 sinu− 18λux cosu 14 cosu+ i8λux sinu
)
;
[U, V ] =
(
i
4λux sinu − i2 sinu− 14λux cosu
− i2 sinu+ 14λux cosu − i4λux sinu
)
;
Ut =
(
0 iuxt2
iuxt
2 0
)
; Vx =
(
i
4λux sinu − 14λux cosu
1
4λux cosu − i4λux sinu
)
Çãiäíî ç îïåðàòîðíèì ïðåäñòàâëåííßì Ëàêñà (2.12):
Ut − Vx + (UV − V U) = 0
ìà¹ìî ìàòðèöþ (
0 iuxt2 − i2 sinu
iuxt
2 − i2 sinu 0
)
= 0,
çâiäêè îòðèìó¹ìî ðiâíßííß sin-Ãîðäîíà:
uxt = sinu.
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ÃËÀÂÀ 3
ÏÐßÌÀ I ÎÁÅÐÍÅÍÀ ÇÀÄÀ×À
ÐÎÇÑIßÍÍß (ÎÏÅÐÀÒÎÐ
ØÐÅÄIÍÃÅÐÀ)
3.1. Ñïåêòð îïåðàòîðà Øðåäiíãåðà
Ïåðøå äîïîìiæíå ïðåäñòàâëåííß Ëàêñà (2.1) ìà¹ ôîðìó ñïåêòðàëüíî¨ çà-
äà÷i
LΨ = λΨ (3.1)
íà âëàñíi çíà÷åííß λ òà âëàñíi ôóíêöi¨ Ψ äëß îïåðàòîðà L.
Îïåðàòîð L - îäíîâèìiðíèé äèôåðåíöiàëüíèé îïåðàòîð Øðåäiíãåðà:
L = − d
2
dx2
+ u(x), −∞ < x < +∞. (3.2)
Îòæå, ñïåêòðàëüíà çàäà÷à (3.1) äëß îïåðàòîðà (3.2) ìà¹ âèãëßä ñòàöiîíàð-
íîãî îäíîìiðíîãî ðiâíßííß Øðåäiíãåðà:
−d
2Ψ
dx2
+ u(x)Ψ = λΨ, (3.3)
äå u(x) - íåïåðåðâíà, äiéñíà ãëàäêà ôóíêöiß (ïîòåíöiàë), λ - çíà÷åííß åíåðãi¨,
Ψ = Ψ(x) - õâèëüîâà ôóíêöiß.
Â êâàíòîâié ìåõàíiöi ôóíêöiß Ψ â (3.3) ¹ õâèëüîâîþ ôóíêöi¹þ ÷àñòèíêè,
ßêà ðóõà¹òüñß ó çîâíiøíüîìó ïîëi ç ïîòåíöiàëüíîþ åíåðãi¹þ u(x).
Ðîçâ'ßçêè ðiâíßííß (3.3) âîëîäiþòü òàêèìè âëàñòèâîñòßìè:
1. Ñóêóïíiñòü âñiõ ìîæëèâèõ çíà÷åíü îïåðàòîðà íàçèâà¹òüñß ñïåêòðîì
îïåðàòîðà. Ñïåêòð λ ìîæå áóòè àáî äèñêðåòíèì, àáî íåïåðåðâíèì, àáî
ìiøàíèì.
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à) á)
Ðèñ. 3.1.
2. Äèñêðåòíi òî÷êè ñïåêòðó λ, ùî íàçèâàþòüñß âëàñíèìè çíà÷åííß-
ìè, âiä'¹ìíi i âiäïîâiäàþòü ñòiéêèì ñòàíàì ÷àñòèíîê, ùî ðóõàþòüñß â
îáìåæåíèõ îáëàñòßõ ïðîñòîðó. Áóäåìî ïîçíà÷àòè ¨õ ÷åðåç
λ = −κ21,−κ22, . . . ,−κ2m, äå κi > 0.
3. Íåïåðåðâíi òî÷êè ñïåêòðó âiäïîâiäàþòü íåîáìåæåíîìó ðóõó ÷àñòèí-
êè, êîëè âîíà äîñßãà¹ íåñêií÷åííîñòi. Íà äîñòàòíüî âåëèêèõ âiäñòàíßõ
ïîòåíöiàëüíèì ïîëåì u(x) ìîæíà çíåõòóâàòè i ââàæàòè ÷àñòèíêó âiëü-
íîþ. Åíåðãiß âiëüíî¨ ÷àñòèíêè äîäàòíà, à îòæå, çíà÷åííß λ íåïåðåðâíîãî
ñïåêòðó äîäàòíi. Ïîçíà÷èìî ¨õ ÷åðåç iìïóëüñ
λ = k2, k > 0.
4. Çíà÷åííß äèñêðåòíîãî ñïåêòðó íå ¹ âèðîäæåíèìè, òîáòî êîæíî-
ìó âëàñíîìó çíà÷åííþ âiäïîâiäà¹ îäíà i òiëüêè îäíà âëàñíà ôóíêöiß.
Íåïåðåðâíèé ñïåêòð âèðîäæåíèé.
5. Ðîçòàøó¹ìî âëàñíi çíà÷åííß çà çðîñòàííßì:
κ1 < κ2 < κ3 < . . . < κm
i íåõàé Ψn âiäïîâiäà¹ λn. Òîäi (n + 1)-à âëàñíà ôóíêöiß ìà¹ n íóëiâ â
îáìåæåíîìó iíòåðâàëi íà îñi x, â ßêîìó âiäáóâà¹òüñß ðóõ ÷àñòèíêè.
6. Ó âèïàäêó ïîòåíöiàëüíîãî áàð'¹ðó (à), ñïåêòð îïåðàòîðà L ñóòî íåïåðå-
ðâíèé
(
k2 > 0
)
, à ó âèïàäêó ïîòåíöiàëüíî¨ ßìè (á), îêðiì íåïåðåðâíî¨
÷àñòèíè ¹ i äèñêðåòíà ÷àñòèíà
(−k2 < 0) (ðèñ. 3.1). Îòæå, íåïåðåðâíîìó
ñïåêòðó â (3.3) âiäïîâiäàþòü äiéñíi çíà÷åííß k, à äèñêðåòíîìó  óßâíi
çíà÷åííß.
Âåëè÷èíè κi òàêîæ áóäåìî íàçèâàòè âëàñíèìè çíà÷åííßìè.
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7. Òåîðåìà Ìàð÷åíêî. Ïîòåíöiàë u(x) ðiâíßííß (3.3) øâèäêî ñïàäà¹ i íà
íåñêií÷åííîñòi äîðiâíþ¹ íóëþ çà óìîâè1:
+∞∫
−∞
|u(x)| (1 + |x|) dx <∞, (3.4)
ïðè÷îìó ìíîæèíà âëàñíèõ çíà÷åíü ñêií÷åííà.
8. Íåõàé ïîòåíöiàë u(x) → 0 ïðè |x| → ∞. Òîäi ïðè |x| → ∞ ðiâíßííß
Øðåäiíãåðà (3.3) ìà¹ íàñòóïíó àñèìïòîòè÷íó ôîðìó: Ψxx + λΨ = 0.
Âiäïîâiäíå õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíßííß m2 = −λ ìà¹ êîðåíi m = ±i√λ, à
ðîçâ'ßçîê Ψ = c±e±i
√
λx.
Äëß äèñêðåòíîãî ñïåêòðó ðiâíßííß (3.3) çàïèñó¹òüñß ó âèãëßäi
Ψxx − κ2Ψ = 0 i ìà¹ äâà ëiíiéíî íåçàëåæíi ðîçâ'ßçêè
Ψ = c±e±κx.
ßñíî, ùî ïðè x → +∞ äîïóñòèìèì ðîçâ'ßçêîì ¹ e−κx, a ïðè x → −∞
ðîçâ'ßçêîì ¹ eκx.
Äëß íåïåðåðâíîãî ñïåêòðó ðiâíßííß (3.3) ïðèéìà¹ âèãëßä Ψxx+k2Ψ = 0,
i éîãî äâà ëiíiéíî íåçàëåæíi ðîçâ'ßçêè äàþòüñß ôîðìóëàìè
Ψ = a±(k)e±ikx.
Pîçâ'ßçîê eikx âiäïîâiäà¹ ÷àñòèíöi, ùî ðóõà¹òüñß â äîäàòíîìó íàïðßì-
êó îñi x, òîäi ßê ðîçâ'ßçîê e−ikx âiäïîâiäà¹ ÷àñòèíöi, ùî ðóõà¹òüñß ó
âiä'¹ìíîìó íàïðßìêó îñi x.
9. Äëß ôóíêöi¨ u(x, t), ùî âèçíà÷à¹òüñß ðiâíßííßì ÊäÔ (2.4) ßê ïîòåí-
öiàë ðiâíßííß Øðåäiíãåðà, áóäåìî ââàæàòè t ïàðàìåòðîì, òàê ùî âëàñíi
çíà÷åííß i âëàñíi ôóíêöi¨ (à òàêîæ åëåìåíòè íåïåðåðâíîãî ñïåêòðó) ðiâ-
íßííß Øðåäiíãåðà áóäóòü çàëåæàòè âiä t ïàðàìåòðè÷íî. Îòæå,
λ = λ(t), Ψ = Ψ(x; t).
10. Ïðè |x| → ∞ (u→ 0) õâèëüîâó ôóíêöiþ íåïåðåðâíîãî ñïåêòðó ìîæíà
ïðåäñòàâèòè àñèìïòîòè÷íî ó âèãëßäi ëiíiéíî¨ êîìáiíàöi¨ äâîõ ãàðìîíi÷-
íèõ õâèëü e±ikx. Ðîçãëßíåìî õâèëþ, ßêà ïðèõîäèòü ç +∞. Ìîæíà çàïè-
ñàòè
1äîâåäåííß öüîãî òâåðäæåííß ìîæíà çíàéòè â ðîáîòi [10]
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Ψ ∼ e−ikx + r(k) eikx ïðè x→ +∞,
Ψ ∼ t(k) e−ikx ïðè x→ −∞,
äå êîìïëåêñ-
íi ôóíêöi¨ r(k) i t(k), ùî çàëåæàòü âiä õâèëüîâîãî ÷èñëà, ¹ êîåôiöi¹í-
òàìè âiäáèòòß i ïðîõîäæåííß âiäïîâiäíî. Òóò âçßòà ïàäàþ÷à õâèëß
îäèíè÷íî¨ àìïëiòóäè.
Ó âèïàäêó äèñêðåòíîãî ñïåêòðó κm âëàñíi ôóíêöi¨ Ψm → 0 ïðè |x| → ∞
i ¨õ êâàäðàòè iíòåãðîâíi. Öå îçíà÷à¹, ùî ìîæíà íîðìóâàòè âëàñíi ôóíêöi¨
çà ïðàâèëîì
+∞∫
−∞
Ψ2m dx = 1.
Iç çàêîíó çáåðåæåííß åíåðãi¨ ìà¹ìî: åíåðãiß ïàäàþ÷î¨ õâèëi äîðiâíþ¹
ñóìi åíåðãi¨ âiäáèòî¨ õâèëi i åíåðãi¨ õâèëi, ßêà ïðîéøëà, òîáòî
|t(k)|2 + |r(k)|2 = 1,
à κm, cm, r(k) i t(k) óòâîðþþòü ïàðàìåòðè ðîçñißííß äëß õâèëi.
11. Äëß äiéñíîãî ïîòåíöiàëó u(x) îïåðàòîð L ¹ åðìiòîâèì
(
L = L†
)
âiäíîñíî
ñêàëßðíîãî äîáóòêó êâàäðàòè÷íî iíòåãðîâíèõ ôóíêöié f(x) i g(x)
(f, g) =
+∞∫
−∞
f ∗(x)g(x)dx,
äå f ∗(x) - êîìïëåêñíî ñïðßæåíà ôóíêöiß f(x).
Iç åðìiòîâîñòi îïåðàòîðà L âèïëèâàþòü òàêi íàñëiäêè:
à) Âëàñíi çíà÷åííß îïåðàòîðà L äiéñíi: λ = λ∗.
á) Âëàñíi ôóíêöi¨ îïåðàòîðà L, ßêi âiäïîâiäàþòü ðiçíèì âëàñíèì çíà÷åí-
íßì, îðòîãîíàëüíi:
+∞∫
−∞
f1(x)f2(x)dx = 0.
12. Â êëàñè÷íié ìåõàíiöi ÷àñòèíêà ç åíåðãi¹þ E íå ìîæå ïðîíèêíóòè â îá-
ëàñòü E < u(x). Îäíà÷å â êâàíòîâié ìåõàíiöi ÷àñòèíêà, ïðè ðóñi â ñêií-
÷åííié îáëàñòi, ìîæå çíàõîäèòèñß â îáëàñòßõ ïðîñòîðó, äå E < u(x), õî÷à
éìîâiðíiñòü öüîãî ìàëà, àëå íå ðiâíà íóëþ i øâèäêî ïðßìó¹ äî íóëß ïðè
çáiëüøåííi âiäñòàíi ïðîíèêíåííß â äàíó îáëàñòü.
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Ðèñ. 3.2. Âiäáèòòß i ïðîõîäæåííß õâèëi ÷åðåç ïîòåíöiàë
13. Â çàëåæíîñòi âiä âèäó ïîòåíöiàëó u(x), iñíóþòü òðè ìîæëèâîñòi.
Íåõàé u+ i u− (u+ < u−) ãðàíè÷íi çíà÷åííß u(x) ïðè x→ +∞ i x→ −∞
âiäïîâiäíî. Äàíi âåëè÷èíè ðîçáèâàþòü ïëîùèíó íà òðè îáëàñòi:
1) â îáëàñòi λ > u− áóäü-ßêèé ðîçâ'ßçîê ðiâíßííß çà äàíî¨ óìîâè äîïó-
ñòèìèé â ßêîñòi âëàñíî¨ ôóíêöi¨, à îòæå, λ - äâîêðàòíî âèðîäæåíà âëàñíà
ôóíêöiß. Ñïåêòð - íåïåðåðâíèé i âèðîäæåíèé.
2) â îáëàñòi u− > λ > u+ iñíó¹ ëèøå îäèí îáìåæåíèé ðîçâ'ßçîê, äîïó-
ñòèìèé â ßêîñòi âëàñíî¨ ôóíêöi¨. Ñïåêòð - íåïåðåðâíèé i íåâèðîäæåíèé.
3) â îáëàñòi λ < u+ îáìåæåíèé ðîçâ'ßçîê åêñïîíåíöiàëüíî ïåðåõîäèòü â
íóëü i iñíó¹ ëèøå ïðè äåßêèõ äèñêðåòíèõ çíà÷åííßõ λ. Ñïåêòð - äèñêðåò-
íèé i íåâèðîäæåíèé.
3.2. Çàäà÷à ðîçñißííß äëß íåïåðåðâíîãî
ñïåêòðó
3.2.1. Ôóíêöi¨ Éîñòà òà ìàòðèöß ïåðåõîäó
Ââåäåìî äâà íàáîðè âëàñíèõ ôóíêöié{
ψ(x, k), ψ(x, k)
}
i {ϕ(x, k), ϕ(x, k)} ,
ßêi äîçâîëßþòü ßâíî âèçíà÷èòè àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó õâèëi íà íåñêií÷åí-
íîñòi.
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Ôóíêöißìè Éîñòà íàçèâàþòü íàáîðè áàçèñíèõ ðîçâ'ßçêiâ ðiâíßííß (3.3),
ßêi âèçíà÷àþòüñß óìîâàìè íà ±∞{
ϕ(x, k) = e−ikx + o(1),
ϕ(x, k) = eikx + o(1),
x→ −∞;
{
ψ(x, k) = e−ikx + o(1),
ψ(x, k) = eikx + o(1),
x→ +∞.
(3.5)
Íàáið õâèëüîâèõ ôóíêöié
{
ψ(x, k), ψ(x, k)
}
çàäà¹òüñß àñèìïòîòè÷íîþ ïî-
âåäiíêîþ íà ïðàâîìó êiíöi, à íàáið {ϕ(x, k), ϕ(x, k)}  íà ëiâîìó êiíöi äiéñíî¨
îñi x.
Äëß íåïåðåâíîãî ñïåêòðó (k  äiéñíå) ó âèïàäêó äiéñíîãî ïîòåíöiàëó u(x)
ñïðàâåäëèâi ñïiââiäíîøåííß iíâîëþöi¨ äëß ôóíêöié Éîñòà:
ψ(x, k) = ψ ∗(x, k) = ψ(x,−k),
ϕ(x, k) = ϕ ∗(x, k) = ϕ(x,−k), (3.6)
äå ϕ ∗(x, k) òà ψ ∗(x, k) - ôóíêöi¨ êîìïëåêñíî ñïðßæåíi äî ϕ(x, k) òà ψ(x, k),
âiäïîâiäíî.
Çðó÷íèì iíñòðóìåíòîì äëß äîñëiäæåííß çàëåæíîñòi ðîçâ'ßçêiâ äèôåðåí-
öiàëüíîãî ðiâíßííß ¹ âèçíà÷íèê Âðîíñüêîãî äâîõ ôóíêöié.
Âðîíñêiàí ìîæíà îá÷èñëèòè ñïðßìîâóþ÷è | x| → ∞. Â ðåçóëüòàòi ìàòè-
ìåìî
W
(
ψ(x, k), ψ(x, k)
)
= W (ϕ(x, k), ϕ(x, k)) = 2ik. (3.7)
Îñêiëüêè âðîíñêiàí íå äîðiâíþ¹ íóëþ, òî íàáîðè âêàçàíèõ áàçèñíèõ ðîçâ'ßçêiâ
(3.5) ëiíiéíî íåçàëåæíi i óòâîðþþòü ïðè çàäàíîìó k2 ïîâíèé áàçèñ. Îòæå,
âåêòîðè îäíîãî áàçèñó ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ âåêòîðiâ iíøîãî, òîáòî âèçíà-
÷àþòü ìàòðèöþ ïåðåõîäó Tij(k) ìiæ áàçèñàìè:
(ϕ(x, k), ϕ(x, k))ò = Tij(k)
(
Ψ(x, k),Ψ(x, k)
)ò
. (3.8)
äå
Tij(k) =
(
T11(k) T12(k)
T21(k) T22(k)
)
=
(
a(k) b(k)
b(k) a(k)
)
. (3.9)
Ðîçïèøåìî âèðàç (3.8)
ϕ(x, k) = a(k)ψ(x, k) + b(k)ψ(x, k), (3.10)
ϕ(x, k) = b(k)ψ(x, k) + a(k)ψ(x, k). (3.11)
Çàóâàæåííß. Âðîíñêiàí W áóäü-ßêî¨ ïàðè ðîçâ'ßçêiâ (f1, f2) ðiâíßííß
Øðåäiíãåðà (3.3) íå çàëåæèòü âiä x:
d
dx
W (f1, f2) = 0. (3.12)
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Äîâåäåìî äàíå òâåðäæåííß. Çíàéäåìî ïîõiäíó ëiâî¨ i ïðàâî¨ ÷àñòèíè âè-
ðàçó (3.12)
d
dx
W (f1, f2) =
d
dx
(f1f2x − f1xf2) = f1f2xx − f1xxf2
i ïiäñòàâèìî ñþäè çíà÷åííß äðóãèõ ïîõiäíèõ iç ðiâíßííß Øðåäiíãåðà (3.3):
Ψ1xx = u(x)Ψ1 − k2Ψ1 i Ψ2xx = u(x)Ψ2 − k2Ψ2. Â ðåçóëüòàòi, îòðèìà¹ìî
d
dx
W (Ψ1,Ψ2) = Ψ1
(
u(x)Ψ2 − k2Ψ2
)−Ψ2 (u(x)Ψ1 − k2Ψ1) = 0.
Îòæå, äiéñíî âðîíñêiàí áóäü-ßêî¨ ïàðè ðîçâ'ßçêiâ íå çàëåæèòü âiä x.
3.2.2. Iíòåãðàëüíå ïðåäñòàâëåííß òà àíàëiòè÷íå
ïðîäîâæåííß ôóíêöié Éîñòà
Ïåðåïèøåìî ðiâíßííß (3.3) ç óðàõóâàííßì çàìiíè λ = k2:
Ψxx + k
2Ψ = u(x)Ψ, (3.13)
äå ïàðàìåòð k â çàãàëüíîìó âèïàäêó ìîæå áóòè ßê äiéñíèì, òàê i êîìïëåêñ-
íèì.
Áóäåìî ðîçâ'ßçóâàòè ðiâíßííß (3.13) ìåòîäîì âàðiàöi¨ äîâiëüíèõ ñòàëèõ,
ðîçãëßäàþ÷è ïðàâó ÷àñòèíó ßê íåîäíîðiäíiñòü.
Ðîçâ'ßçîê âiäïîâiäíîãî îäíîðiäíîãî ðiâíßííß, ßêùî α, β - ñòàëi, ìà¹ âèãëßä
Ψ(x, k) = αe−ikx + βeikx.
Îòæå, ðîçâ'ßçîê íåîäíîðiäíîãî ðiâíßííß øóêàòèìåìî ó âèãëßäi
Ψ(x, k) = α(x, k)e−ikx + β(x, k)eikx (3.14)
äå α(x, k), β(x, k) - äåßêi ôóíêöi¨.
Äëß çíàõîäæåííß ðîçâ'ßçêiâ ðiâíßííß (3.13) íàêëàäåìî îáìåæåííß íà ôóíê-
öi¨ α, β. Â ßêîñòi òàêî¨ óìîâè çðó÷íî âçßòè
αx(x, k)e
−ikx + βx(x, k)eikx = 0. (3.15)
Ïiäñòàíîâêà (3.14) â ðiâíßííß (3.13) ç óðàõóâàííß (3.15) äà¹
αx(x, k)e
−ikx − βx(x, k)eikx = (−ik)−1 u(x)Ψ(x, k). (3.16)
Iç (3.15)-(3.16) âèïëèâà¹:
α(x, k) =
+∞∫
−∞
1
−2ike
ikyu(y)Ψ(y, k)dy, β(x, k) =
+∞∫
−∞
1
2ik
e−ikyu(y)Ψ(y, k)dy.
31
3.2. ÇÀÄÀ×À ÐÎÇÑIßÍÍß ÄËß ÍÅÏÅÐÅÐÂÍÎÃÎ ÑÏÅÊÒÐÓ
Ïiäñòàâëßþ÷è ôóíêöi¨ α(x, k), β(x, k) â (3.14), îòðèìà¹ìî øóêàíå iíòå-
ãðàëüíå ðiâíßííß äëß Ψ(x, k)
Ψ(x, k) =
+∞∫
−∞
sin [k(x− y)]
k
u(y) Ψ(y, k)dy. (3.17)
Ôîðìóëè ðîçêëàäó ôóíêöié Éîñòà (3.5) çàïèñàíi äëß äiéñíîãî k. O÷åâèä-
íî, ùî ôóíêöiß ϕ(x, k) äîïóñêà¹ àíàëiòè÷íå ïðîäîâæåííß ç äiéñíî¨ îñi k íà
âåðõíþ ïiâïëîùèíó, à ôóíêöiß ϕ(x, k) íà íèæíþ ïiâïëîùèíó, òîìó äëß çðó÷-
íîñòi ââîäßòüñß ôóíêöi¨ χ(x, k), χ(x, k) i θ(x, k), θ(x, k), ßêi âèçíà÷åíi òàêèì
÷èíîì:
χ(x, k) = eikx ϕ(x, k), θ(x, k) = e−ikx ψ(x, k) (3.18)
χ(x, k) = e−ikx ϕ(x, k), θ(x, k) = eikx ψ(x, k). (3.19)
Òåîðåìà. Ôóíêöi¨ χ i θ, çàäàíi (3.18), àíàëiòè÷íi ó âåðõíié ïiâïëîùèíi
êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨ k, k ∈ C+ i ìàþòü àñèìïòîòèêè
χ(x, k) = 1 +O(1/k),
θ(x, k) = 1 +O(1/k)
|k| → ∞, Im k > 0.
Ôóíêöi¨ χ i θ (3.19) àíàëiòè÷íi â íèæíié ïiâïëîùèíi k, k ∈ C−, ïðè÷îìó
χ(x, k) = 1 +O(1/k),
θ(x, k) = 1 +O(1/k),
|k| → ∞, Im k < 0.
Äîâåäåííß òåîðåìè âèïëèâà¹ iç îòðèìàíîãî iíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåííß
ðîçâ'ßçêó (3.17). Ïîáóäó¹ìî âiäïîâiäíi ðiâíßííß äëß ôóíêöi¨ Éîñòà ϕ(x, k)
i ââåäåíî¨ ôóíêöi¨ χ(x, k). Äëß iíøèõ ôóíêöié äîâåäåííß àíàëîãi÷íå, òîìó
îñíîâíi ðåçóëüòàòè äëß íèõ íàâåäåìî â òàáëèöi.
Âðàõîâóþ÷è àñèìïòîòèêó (3.5) ôóíêöi¨ ϕ(x, k) íà −∞, ìàòèìåìî
ϕ(x, k) = e−ikx +
x∫
−∞
sin [k(x− y)]
k
u(y)ϕ(y, k)dy,
à âèêîðèñòîâóþ÷è çàìiíó (3.18), îòðèìà¹ìî iíòåãðàëüíå ðiâíßííß äëß ôóíêöi¨
χ(x, k):
χ(x, k) = 1 +
x∫
−∞
e2ik(x−y) − 1
2ik
u(y)χ(y, k)dy. (3.20)
ßêùî â (3.20) ââàæàòè k êîìïëåêñíèì ÷èñëîì (k = ξ + iη), òîäi
e2ik(x−y) = e2iξ(x−y)e−2η(x−y).
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Iíòåãðàëüíå ðiâíßííß (3.20) ¹ ðiâíßííßì Âîëüòåððè i ïðèñóòíiñòü ñïàäíî¨ åêñ-
ïîíåíòè e−2η(x−y) ãàðàíòó¹ iñíóâàííß ðîçâ'ßçêó χ(x, k) ïðè η > 0, äå îáëàñòü
iíòåãðóâàííß (x − y) > 0. Òîáòî, (3.20) âèçíà÷à¹ àíàëiòè÷íå ïðîäîâæåííß
ôóíêöi¨ χ(x, k) íà âåðõíþ ïiâïëîùèíó êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨ k (k ∈ C+).
Ïðè ïåðåõîäi äî ãðàíèöi |k| → ∞, ìà¹ìî:
χ(x, k) = 1−
x∫
−∞
1
2ik
u(y)dy + o
(
1
k
)
. (3.21)
Ôóíêöiß Îáëàñòü iíòåãðóâàííß k ∈ C
χ(x, k) = 1 +
x∫
−∞
e2ik(x−y)−1
2ik u(y)χ(y, k)dy x− y > 0 k ∈ C+
χ(x, k) = 1 +
x∫
−∞
1−e2ik(x−y)
2ik u(y)χ(y, k)dy x− y > 0 k ∈ C−
θ(x, k) = 1 +
+∞∫
x
1−e2ik(x−y)
2ik u(y)θ(y, k)dy x− y < 0 k ∈ C+
θ(x, k) = 1 +
+∞∫
x
e2ik(x−y)−1
2ik u(y)θ(y, k)dy x− y < 0 k ∈ C−
Òàáë. 3.1. Aíàëiòè÷íå ïðîäîâæåííß ôóíêöié (3.18)-(3.19).
3.2.3. Ôîðìóëà âiäíîâëåííß ïîòåíöiàëó
Ïåðåòâîðåííß Ôóð'¹ äëß ôóíêöi¨ θ(x, k) ïî êîìïëåêñíié çìiííié k
θ(x, k) = 1 +
∞∫
0
A(x, y)e−ikydy. (3.22)
Âðàõîâóþ÷è, ùî îáëàñòü iíòåãðóâàííß (x− y) < 0, íèæíß ìåæà iíòåãðàëà
(3.22) äîðiâíþ¹ íóëþ, òîáòî ßäðî A(x, y) = 0 ïðè y < 0, Im k < 0, |k| → ∞,
îñêiëüêè â iíøîìó âèïàäêó ôóíêöiß θ(x, k) çðîñòàòèìå.
Ïîìíîæèìî (3.22) íà e−ikx:
θ(x, k) · e−ikx = e−ikx +
∞∫
0
A(x, y)e−ik(x+y)dy
i âèêîíà¹ìî çàìiíó â iíòåãðàëi
∞∫
0
A(x, y)e−ik(x+y)dy =
∣∣∣∣x+ y = y′dy = dy′
∣∣∣∣ =
∞∫
0
A(x, y′ − x)e−iky′dy′.
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Ïîâåðòàþ÷èñü äî çìiííî¨ iíòåãðóâàííß y òà ââîäß÷è ïîçíà÷åííß
A(x, y − x) = K(x, y), ìàòèìåìî iíòåãðàëüíå ïðåäñòàâëåííß äëß ψ(x, k) ó
âiäïîâiäíîñòi ç (3.19), òîáòî
ψ(x, k) = θ(x, k) · e−ikx = e−ikx +
∞∫
x
K(x, y) e−iky dy, (3.23)
ùî ¹ ôîðìóëîþ ïåðåòâîðåííß ðîçâ'ßçêó e−ikx ðiâíßííß Øðåäiíãåðà (3.13)
ïðè u(x) = 0 â ðîçâ'ßçîê ðiâíßííß Øðåäiíãåðà ïðè u(x) 6= 0.
Ç iíøîãî áîêó, çà òèõ ñàìèõ óìîâ (x − y) < 0, Im k < 0 i |k| → ∞, äëß
ôóíêöi¨ θ(x, k) (àíàëîãi÷íî ïðîöåäóði âèçíà÷åííß ôóíêöi¨ χ(x, k) (3.21) ïðè
(x− y) > 0, Im k > 0 i |k| → ∞ ), ìà¹ìî
θ(x, k) = 1−
+∞∫
x
1
2ik
u(y)dy + o
(
1
k
)
,
à, îòæå,
ψ(x, k) = θ(x, k) · e−ikx = e−ikx −
+∞∫
x
1
2ik
e−ikxu(y)dy.
Çàëèøèëîñß ðîçâ'ßçàòè öå ðiâíßííß âiäíîñíî ôóíêöi¨ u(y). Äëß öüîãî çâå-
äåìî éîãî äî ðiâíîñòi
ψ(x, k) · eikx − 1 = −
+∞∫
x
1
2ik
u(y)dy.
i ïðîäèôåðåíöþ¹ìî îáèäâi ÷àñòèíè çà çìiííîþ x (íèæíüîþ çìiííîþ ìåæåþ
iíòåãðóâàííß)
− ∂
∂x
[
ψ(x, k) · eikx − 1] = 1
2ik
u(x).
Çâiäñè
u(x) = − ∂
∂x
lim
k→∞
2ik
[
eikxψ(x, k)− 1] . (3.24)
Ïiäñòàâëßþ÷è ôîðìóëó ïåðåòâîðåííß (3.23) ó âèðàç (3.24) òà iíòåãðóþ÷è
÷àñòèíàìè, çíàéäåìî çâ'ßçîê ìiæ ïîòåíöiàëîì u(x) òà ßäðîì K(x, y):
u(x) = − ∂
∂x
lim
x→∞ 2ik
 ∞∫
x
K(x, y)e−ik(y−x)dy
 =
= − ∂
∂x
lim
x→∞ 2ik
−K(x, y) eik(x−y)
ik
∣∣∣∣∞
x
+
1
ik
∞∫
x
∂K(x, y)
∂y
eik(x−y)dy
 =
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− ∂
∂x
lim
x→∞ 2ik
K(x, x)
ik
+
1
ik
∞∫
x
∂K(x, y)
∂y
eik(x−y)dy
 =
= −2 ∂
∂x
lim
x→∞K(x, x) +O
(
1
k2
)
.
Òóò iíòåãðàë
∞∫
x
∂K(x, y)
∂y
eik(x−y)dy → 0 ïðè |k| → ∞, îñêiëüêè ôóíêöiß
K(x, y) ðàçîì iç ñâî¨ìè ïîõiäíèìè êâàäðàòè÷íî iíòåãðîâíà ïî çìiííié y. Îò-
æå,
u(x) = −2 ∂
∂x
K(x, x). (3.25)
Çàóâàæåííß. ßäðî iíòåãðàëüíîãî ðiâíßííß (3.23) ¹ äiéñíèì, îñêiëüêè
K(x, y) = K∗(x, y), ùî âèïëèâà¹ iç ñïiââiäíîøåííß iíâîëþöi¨.
3.2.4. Âëàñòèâîñòi äàíèõ ðîçñißííß
1) Ìàòðèöß ïåðåõîäó T (k) - óíiìîäóëßðíà.
Ñïiââiäíîøåííß iíâîëþöi¨ (3.6) äëß ôóíêöié Éîñòà (3.5) äîçâîëßþòü çíàé-
òè çâ'ßçîê ìiæ êîåôiöi¹íòàìè ìàòðèöi T (k) â (3.9), à ñàìå
ϕ(x, k) = ϕ∗(x, k) = ϕ(x,−k)
a(k)e−ikx + b(k)eikx = a∗(k)e−ikx + b
∗
(k)e−ikx = a(−k)e−ikx + b(−k)e−ikx
çâiäêè
a(k) = a∗(k) = a(−k),
b(k) = b
∗
(k) = b(−k).
Âèçíà÷íèê Âðîíñüêîãî (3.7) ïðè òàêèõ óìîâàõ çâ'ßçêó ìàòèìå âèãëßä
2ik = W (ϕ(x, k), ϕ(x, k)) =
= ik · [(b eikx + a e−ikx) (a∗ eikx − b∗ e−ikx)−
− (a∗ eikx + b∗ e−ikx) (b eikx − a e−ikx)] = 2ik [aa∗ − bb∗] .
Çâiäñè çíàõîäèìî
|a(k)|2 − |b(k)|2 = 1. (3.26)
Ïðèéìàþ÷è äî óâàãè, ùî ëiâà ÷àñòèíà (3.26) ¹ âèçíà÷íèê ìàòðèöi ïåðå-
õîäó (3.9), ìà¹ìî
detT (k) = 1,
òîáòî ìàòðèöß T (k)  óíiìîäóëßðíà.
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2) Ôîðìóëà (3.10) îïèñó¹ ïðîöåñ ðîçñißííß íà ïîòåíöiàëi u(x) õâè-
ëi, ßêà ïðèõîäèòü çïðàâà ç iìïóëüñîì k.
Ôîðìóëà (3.11) îïèñó¹ ïðîöåñ ðîçñißííß õâèëi, ßêà ïðèõîäèòü
çëiâà .
Êâàíòîâîìåõàíi÷íèé çìiñò ôóíêöié a(k), b(k) âñòàíîâëþ¹òüñß iç íàñòóï-
íèõ óßâëåíü. Ïåðåïèøåìî (3.10) ó âèãëßäi
ϕ(x, k)
a(k)
= ψ(x, k) +
b(k)
a(k)
ψ∗(x, k). (3.27)
Âðàõîâóþ÷è àñèìïòîòèêè (3.5), îòðèìà¹ìî
t(k)ϕ(x, k) = e−ikx + r(k)eikx+ o(1), x→ +∞,
t(k)ϕ(x, k) = t(k)e−ikx + o(1), x→ −∞.
(3.28)
äå r(k) = b(k)a(k) − àìïëiòóäà âiäáèòòß;
t(k) = 1a(k) − àìïëiòóäà ïðîõîäæåííß.
Ðiâíiñòü ëiâèõ ÷àñòèí äîçâîëß¹ çâ'ßçàòè ïðàâi ÷àñòèíè i iíòåðïðåòóâàòè
âåëè÷èíè â ïðàâèõ ÷àñòèíàõ (3.28) íàñòóïíèì ÷èíîì:
ïðè x → +∞ íà âiäñòàíßõ, âiääàëåíèõ âiä îáëàñòi, äå ïîòåíöiàë ðîç-
ñißííß u(x) 6= 0, ¹ õâèëß e−ikx, ùî ïàäà¹ íà îáëàñòü äi¨ ïîòåíöiàëó, i
âiäáèòà õâèëß r(k)eikx;
ïðè x → −∞ ¹ õâèëß, ùî âiääàëß¹òüñß âiä îáëàñòi äi¨ ïîòåíöiàëó,
t(k)e−ikx (pèñ. 3.2).
Àíàëîãi÷íî ââîäßòüñß àìïëiòóäè âiäáèòòß òà ïðîõîäæåííß õâèëi, ßêà
ïðèõîäèòü çëiâà ϕ(x, k). Äëß îòðèìàííß âiäïîâiäíèõ ôîðìóë ñëiä çà-
ìiíèòè âiäïîâiäíi âåëè÷èíè íà êîìïëåêñíî ñïðßæåíi çãiäíî ç ñïiââiäíî-
øåííßìè iíâîëþöi¨ (3.6).
3) Ñóìà êîåôiiöi¹íòiâ âiäáèòòß i ïðîõîäæåííß äîðiâíþ¹ îäèíèöi
(ðîçñißííß óíiòàðíå):
T (k) +R(k) = 1.
Âðàõîâóþ÷è óìîâó (3.26) ìà¹ìî
1− |b(k)|
2
|a(k)|2 =
1
|a(k)|2 ⇒ |a(k)|
2 =
(
1− |r(k)|2
)−1
. (3.29)
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Çâiäñè ëåãêî îòðèìàòè
|r(k)|2 + |t(k)|2 = 1.
×åðåç àìïëiòóäè t(k) i r(k) ìîæíà âèçíà÷èòè êîåôiöi¹íòè ïðîõîäæåííß
T (k) i R(k):
T (k) = |t(k)|2 , R(k) = |r(k)|2 .
Ç ñïiââiäíîøåíü (3.29) î÷åâèäíî, ùî âñß iíôîðìàöiß ïðî ðîçñißííß ìi-
ñòèòüñß ó ôóíêöißõ a(k), b(k). Îñêiëüêè a(k) ìîæíà âèðàçèòè ÷åðåç r(k),
òî ìàòðèöß ïåðåõîäó T (k) ïîâíiñòþ âèçíà÷à¹òüñß ëèøå àìïëiòóäîþ âiä-
áèòòß r(k), à ôóíêöiß b(k) çàïèñó¹òüñß ßê b(k) = r(k) · a(k). Ïðè÷îìó
iç ñïiââiäíîøåíü iíâîëþöi¨ ìà¹ìî a(k) = a(−k) i b(k) = b(−k), òîìó
r(k) = r(−k). Îòæå, äîñòàòíüî çàäàòè àìïëiòóäó r(k) ó ïëîùèíi k > 0.
4) Êîåôiöi¹íòè ìàòðèöi (3.9) ìîæóòü áóòè çàïèñàíi ÷åðåç âðîí-
ñêiàíè ðîçâ'ßçêiâ ϕ(x, k), ψ(x, k) òà ¨õ êîìïëåêñíî-ñïðßæåíi çíà-
÷åííß ïðè äiéñíèõ k:
a(k) = 12ikW (ϕ(x, k), ψ(x, k)) a
∗(k) = − 12ikW (ϕ∗(x, k), ψ∗(x, k))
b(k) = − 12ikW (ϕ(x, k), ψ∗(x, k)) b∗(k) = 12ikW (ϕ∗(x, k), ψ(x, k))
Äîâåäåìî öþ âëàñòèâiñòü íà ïðèêëàäi êîåôiöi¹íòó a(k). Çíàéäåìî âðîí-
ñêiàí ôóíêöié Éîñòà W (ϕ(x, k), ψ(x, k)):
W (ϕ(x, k), ψ(x, k)) =
∣∣∣∣ b eikx + a e−ikx eikxikb eikx − ika e−ikx ik eikx
∣∣∣∣ = 2ika, (*)
çâiäñè ìà¹ìî a(k) = 12ikW (ϕ(x, k), ψ(x, k)). Àíàëîãi÷íî äîâîäßòüñß i iíøi
âëàñòèâîñòi.
5) Ôóíêöiß a(k) àíàëiòè÷íà ó âåðõíié ïiâïëîùèíi êîìïëåêñíî¨
çìiííî¨ k, k ∈ C+.
Ôóíêöiß a∗(k) àíàëiòè÷íà ó íèæíié ïiâïëîùèíi êîìïëåêñíî¨
çìiííî¨ k, k ∈ C−.
Âiäïîâiäíî ï 3.2.3, ôóíêöi¨ ϕ(x, k) i ψ(x, k) àíàëiòè÷íi ó âåðõíié ïiâïëî-
ùèíi êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨ k. Çãiäíî ç ëiíiéíèì ðîçêëàäîì ôóíêöié, êîåôi-
öi¹íòè ìîæóòü áóòè çàïèñàíi ÷åðåç âèçíà÷íèê Âðîíñüêîãî (âëàñòèâiñòü
4 ). Àíàëiòè÷íiñòü a(k) ó âåðõíié ïiâïëîùèíi âèïëèâà¹ ç îá÷èñëåííß âðîí-
ñêiàíà (∗).
Îòæå,
a(k) =
1
2ik
[ϕ(x, k)ψx(x, k)− ϕx(x, k)ψ(x, k)] . (3.30)
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Î÷åâèäíî, ùî ôóíêöiß a∗(k) àíàëiòè÷íà ó íèæíié ïiâïëîùèíi:
a∗(k) =
1
2ik
[
ϕ(x, k)ψx(x, k)− ψ(x, k)ϕx(x, k)
]
. (3.31)
Íåõàé êîìïëåêñíà çìiííà k0 = ξ + iη, äå η > 0, òîäi ç (3.10) ìàòèìåìî
ϕ(x, k0) = a(k0)e
−iξxeηx + b(k0)eiξxe−ηx.
Ïåðøèé äîäàíîê öüîãî âèðàçó íåñêií÷åííî çðîñòà¹ çà ðàõóíîê åêñïîíåí-
òè eηx ïðè âåëèêèõ äîäàòíiõ çíà÷åííßõ x. Îáìåæèòè çðîñòàííß ôóíêöi¨
ϕ(x, k0) ìîæíà, ßêùî çàíóëèòè ïåðøèé äîäàíîê a(k0) = 0. Îòæå, ôóíê-
öiß ϕ(x, k) ìà¹ ñêií÷åííå ÷èñëî íóëiâ .
6) Ïðè |k| → ∞, Im k ≥ 0 àìïëiòóäà ðîçñißííß a(k)→ 1.
Çãiäíî ôîðìóëè (3.10) äëß ðîçêëàäó ôóíêöi¨ ϕ(x, k) ïî ôóíêöißì ψ(x, k),
ψ(x, k) ïðè k ∈ R ç óðàõóâàííßì îçíà÷åíü (3.18), (3.19), ìà¹ìî
χ(x, k) = a(k)θ(x, k) + b(k) e2ikxθ(x, k).
Ïðè k → +∞ ôóíêöi¨ θ(x, k), θ(x, k)→ 1, îòæå
χ(x, k) = a(k) + b(k) e2ikx. (3.32)
Ç iíøîãî áîêó, ç iíòåãðàëüíîãî ðiâíßííß (3.20) äëß ôóíêöi¨ χ(x, k) ìà¹ìî:
χ(x, k) = 1−
x∫
−∞
1
2ik
u(y)χ(y, k)dy +
e2ikx
2ik
x∫
−∞
u(y)e−2ikyχ(y, k)dy. (3.33)
Ïîðiâíþþ÷è (3.32) i (3.33), äëß êîåôiöi¹íòiâ a(k) i b(k), îòðèìó¹ìî:
a(k) = 1−
x∫
−∞
1
2iku(y)χ(y, k)dy, b(k) =
1
2ik
x∫
−∞
u(y)e−2ikyχ(y, k)dy.
Çâiäñè î÷åâèäíî, ùî ïðè |k| → ∞:
a(k)→ 1 +O (1k) , b(k)→ O (1k) .
3.2.5. Ðiâíßííß Ãåëüôàíäà-Ëåâiòàíà-Ìàð÷åíêî
Â ðîçâ'ßçàííi îáåðíåíî¨ çàäà÷i ðîçñißííß, òîáòî âiäíîâëåííi ïîòåíöiàëó,
ñóòò¹âó ðîëü âiäiãðàþòü àíàëiòè÷íi âëàñòèâîñòi ôóíêöié Éîñòà ϕ(x, k) i ψ(x, k).
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Äëß îïåðàòîðà Øðåäiíãåðà (3.2) Ãåëüôàíäîì, Ëåâiòàíîì òà Ìàð÷åí-
êîì áóëî ïîáóäîâàíî iíòåãðàëüíå ðiâíßííß, ùî çâ'ßçó¹ äàíi ðîçñißííß i ßäðî
iíòåãðàëüíîãî ðiâíßííß K(x, y).
Ïðîöåñ çíàõîäæåííß ðiâíßííß ìîæíà ðîçêëàñòè íà äâà åòàïè, à ñàìå: I
- çíàõîäæåííß iíòåãðàëüíîãî ðiâíßííß ïðè t = 0,
II - óçàãàëüíåííß ðåçóëüòàòiâ ïðè t > 0.
I åòàï. Âiä ïðàâî¨ òà ëiâî¨ ÷àñòèí âèðàçó (3.27) âiäíiìåìî e−ikx i äîìíî-
æèìî îäåðæàíó ðiâíiñòü íà eiky (y ≥ x)
eiky
[
ϕ(x, k)
a(k)
− e−ikx
]
= eiky
[
ψ(x, k) + r(k)ψ(x, k)− e−ikx] . (3.34)
Ïðîiíòåãðó¹ìî âèðàç (3.34) çà äiéñíèìè çíà÷åííßìè k
+∞∫
−∞
dkeiky
[
ϕ(x, k)
a(k)
− e−ikx
]
=
+∞∫
−∞
dkeiky
[
ψ(x, k) + r(k)ψ(x, k)− e−ikx] .
(3.35)
Âèðàç ó ëiâié ÷àñòèíi ðiâíßííß (3.35) ïðè |k| → ∞ ïðßìó¹ äî íóëß
ϕ(x, k)
a(k)
− e−ikx → 0
(
1
k
)
,
îòæå, iíòåãðàë ó ëiâié ÷àñòèíi ðiâíßííß (3.35) äëß íåïåðåðâíîãî ñïåêòðó äîðiâ-
íþ¹ íóëþ. Òîìó, iíòåãðàë ó ïðàâié ÷àñòèíi ðiâíîñòi òàêîæ òîòîæíî áóäå äîðiâ-
íþâàòè íóëþ.
Ïiäñòàâëßþ÷è (3.23) â (3.35) i âðàõóâàâøè, ùî ψ(x, k) = ψ ∗(x, k), ìàòè-
ìåìî
+∞∫
−∞
dkeiky

∞∫
x
K(x, z)e−ikzdz + r(k)
eikx + ∞∫
x
K(x, z)eikzdz
 = 0.
∞∫
−∞
r(k)eik(y+z)dk +
∞∫
x
K(x, z)dz
∞∫
−∞
r(k)eik(y+z)dk+
+
∞∫
x
K(x, z)dz
∞∫
−∞
eik(y−z)dk = 0.
Ââåäåìî ôóíêöiþ
F (x+ y) =
1
2pi
+∞∫
−∞
r(k)eik(x+y)dk, (3.36)
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i ñêîðèñòà¹ìîñß ïðåäñòàâëåííßì
+∞∫
−∞
eik(x−y)dk = 2piδ(x−y) äëß äåëüòà-ôóíêöi¨
Äiðàêà. Â ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî iíòåãðàëüíå ðiâíßííß
K(x, y) + F (x+ y) +
∞∫
x
K(x, z)F (z + y)dz = 0, x < y, (3.37)
ßêå íîñèòü íàçâó ðiâíßííß Ãåëüôàíäà-Ëåâiòàíà-Ìàð÷åíêî (ÃËÌ).
Îñêiëüêè ôóíêöiß F (x+ y) (3.36) âèðàæà¹òüñß ÷åðåç êîåôiöi¹íò âiäáèòòß
r(k), ßêèé ïîâíiñòþ îïèñó¹ ïðîöåñ âçà¹ìîäi¨ ç ïîòåíöiàëîì, òî ðiâíßííß (3.37)
âèçíà÷à¹ ôóíêöiþ K(x, z), ßêà â ñâîþ ÷åðãó, çãiäíî ç ôîðìóëîþ (3.25), âiä-
íîâëþ¹ ïîòåíöiàë u(x). Îòæå, ðiâíßííß ÃËÌ (3.37) âiäiãðà¹ ðîëü ðiâíßííß,
ùî õàðàêòåðèçó¹ õâèëüîâó ôóíêöiþ.
II åòàï. Äàíi ðîçñißííß â çàãàëüíîìó âèïàäêó çàëåæàòü âiä t, òîìó ôóíê-
öiþ F (x) òðåáà òàêîæ ââàæàòè çàëåæíîþ âiä t, òîáòî,
F (x; t) =
1
2pi
+∞∫
−∞
r(k, t)eikxdk. (3.38)
Òîäi iíòåãðàëüíå ðiâíßííß (3.37) ïåðåïèøåìî ó âèãëßäi
K(x, y; t) + F (x+ y; t) +
∞∫
x
K(x, z; t)F (z + y; t)dz = 0. (3.39)
Ó âiäïîâiäíîñòi ç (3.25), ïîòåíöiàë îá÷èñëþâàòèìåìî çà ôîðìóëîþ
u(x, t) = −2 ∂
∂x
K(x, x; t). (3.40)
3.3. Çàäà÷à ðîçñißííß äëß äèñêðåòíîãî
ñïåêòðó
ßê âèäíî iç ïîïåðåäíüîãî, ðîçñißííß íà ïîòåíöiàëi u(x) îïèñó¹òüñß àì-
ïëiòóäàìè ðîçñißííß, ùî åêâiâàëåíòíî ìàòðèöi ïåðåõîäó T (k). Ïîêàæåìî, ùî
i äèñêðåòíèé ñïåêòð îïåðàòîðà Øðåäiíãåðà (3.2), ìîæå áóòè çíàéäåíèé çà äî-
ïîìîãîþ ìàòðèöi T (k), à âiäïîâiäíi õâèëüîâi ôóíêöi¨ ìîæíà çíàéòè ç ôóíêöié
Éîñòà.
Îçíà÷åííß. Çíà÷åííß λn < 0 (n = 1, . . . , N) íàçèâàþòüñß âëàñíèìè çíà-
÷åííßìè (òî÷êàìè äèñêðåòíîãî ñïåêòðó) îïåðàòîðà L ç ïîòåíöiàëîì u(x),
ßêùî ðîçâ'ßçîê ðiâíßííß Øðåäiíãåðà (3.3) çàïèñàíîãî ó âèãëßäi
LΨ(n)(x) = λnΨ
(n)(x), (3.41)
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çàäîâîëüíß¹ óìîâè Ψn(x) ∈ L2 (−∞,+∞) i Ψn(x) 6= 0:
+∞∫
−∞
∣∣∣Ψ(n)(x)∣∣∣2 dx <∞. (3.42)
Îñêiëüêè âëàñíi çíà÷åííß λn íàáóâàþòü âiä'¹ìíèõ çíà÷åíü, à âðàõîâóþ÷è
åðìiòîâiñòü îïåðàòîðà L ¹ äiéñíèìè, òî ÷èñëà k = iκn ìàþòü òiëüêè óßâ-
íó ÷àñòèíó. Ïðè÷îìó, ÷èñëî äèñêðåòíèõ çíà÷åíü (ðiâíiâ åíåðãi¨) çàëåæèòü
âiä ãëèáèíè ßìè. Áåç îáìåæåííß çàãàëüíîñòi ìîæíà ïîêëàñòè κn > 0, òîáòî
ðîçãëßäàòè òî÷êè äèñêðåòíîãî ñïåêòðó, ùî ëåæàòü íà óßâíié îñi ó âåðõíié
ïiâïëîùèíi.
3.3.1. Õâèëüîâà ôóíêöiß äèñêðåòíîãî ñïåêòðó
Âëàñíi ôóíêöi¨ ϕ(x,κn), ßêi âiäïîâiäàþòü âëàñíèì çíà÷åííßì λn = −κ2n,
çàäîâîëüíßþòü ðiâíßííß (3.41) ïðè u(x)→ 0, ßêùî
ϕ(n)(x) = c−eκnx, ïðè x→ −∞;
ϕ(n)(x) = c+e
−κnx, ïðè x→ +∞. (3.43)
Òóò c+, c− - äåßêi ñòàëi, îäíié iç ßêèõ ìîæíà íàäàòè áóäü-ßêå ïåâíå çíà-
÷åííß, ùî áóäå îçíà÷àòè âèáið íîðìè.
Âèáåðåìî ñòàëi c± â (3.43), òàê, ùîá{
ϕ(n)(x) = eκnx + o (eκnx) , x→ −∞,
ϕ(n)(x) = bne
−κnx + o (e−κnx) , x→ +∞. (3.44)
Îñêiëüêè âðîíñêiàí W
(
ϕ(n), ϕ∗(n)
)
= const, òî éîãî ìîæíà îá÷èñëþâàòè
ïðè áóäü-ßêèõ x, çîêðåìà, ïðè x→ −∞.
W
(
ϕ(n), ϕ∗(n)
)
= e(κnx) · κne(κnx) − κne(κnx) · e(κnx) = 0.
Ðiâíiñòü íóëþ âðîíñêiàíà äâîõ ôóíêöié îçíà÷à¹ ëiíiéíó çàëåæíiñòü öèõ
ôóíêöié, ïðè âñiõ x, òîáòî ϕ∗(n) = cϕ(n).
Ïðè x→ −∞ ç ïåðøî¨ àñèìïòîòèêè (3.44) âèïëèâà¹, ùî c = 1. Îòæå,
ϕ∗(n) = ϕ(n).
Ïðè x→ +∞ ç äðóãî¨ àñèìïòîòèêè (3.44) âèòiêà¹, ùî âèêîíàííß ïîïåðåä-
íüî¨ ðiâíîñòi ìîæëèâå ïðè bn = b∗n, òîáòî ßêùî êîåôiöi¨íò bn ïðèéìà¹ äiéñíi
çíà÷åííß.
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Âëàñòèâîñòi äèñêðåòíîãî ñïåêòðó
1. Âëàñíi ôóíêöi¨ âèçíà÷åíi ç òî÷íiñòþ äî ñòàëîãî ìíîæíèêà.
Ç äðóãî¨ àñèìïòîòèêè (3.44) ìà¹ìî
bn = lim
x+→∞ e
κnxϕ(n)(x).
Ñêîðèñòà¹ìîñü âiäîìîþ òåîðåìîþ ïðî íóëi ðîçâ'ßçêiâ ðiâíßííß äðóãîãî ïî-
ðßäêó: ôóíêöiß ϕ(1) íå ìà¹ íóëiâ íà äiéñíié îñi x, i âiäïîâiäíî ôóíêöiß ϕ(n)
ïðîõîäèòü (n− 1) ðàç ÷åðåç íóëü. Çâiäñè áåçïîñåðåäíüî îòðèìó¹ìî íàñëiäîê:
bn = (−1)n−1|bn|. (3.45)
2. Òî÷êè äèñêðåòíîãî ñïåêòðó ñïiâïàäàþòü ç íóëßìè êîåôiöi¹í-
òà a(k), òîáòî òî÷êàìè âåðõíüî¨ ïiâïëîùèíè k, â ßêèõ a(k) ïåðå-
òâîðþ¹òüñß íà íóëü, i âè÷åðïóþòü ¨õ.
Âiäïîâiäíî äî âëàñòèâîñòi 4 ï.3.2.5
ìà¹ìî a(k)→ 1 ïðè |k| → ∞, Im k ≥ 0.
Íåõàé a(k0) = 0, òîäi ç ðiâíîñòi íó-
ëþ âðîíñêiàíà âèïëèâà¹ ëiíiéíà çàëåæ-
íiñòü ìiæ ôóíêöißìè, òîáòî ϕ(x, k0) =
cψ∗(x, k∗0). Ïðèéìàþ÷è äî óâàãè àñèìïòî-
òèêè ôóíêöié Éîñòà (3.5), äëß k0 = ξ+iη,
η > 0, ìàòèìåìî ϕ(x, k0) → 0 ïðè |x| → ∞. Îòæå, ϕ(x, k0) ∈ L2(−∞,+∞),
âðàõîâóþ÷è åêñïîíåíöiàëüíèé õàðàêòåð çãàñàííß ϕ(x, k0) íà íåñêií÷åííîñòi.
Òàêèì ÷èíîì, ϕ(x, k0) - âëàñíà ôóíêöiß äèñêðåòíîãî ñïåêòðó, à λ = k20 - âëàñíi
çíà÷åííß îïåðàòîðà L.
Â ñèëó äiéñíîñòi λ, Imλ = Im (η + iκ)2 = 0. Íàëåæíiñòü k0 âåðõíié ïiâ-
ïëîùèíi îçíà÷à¹, ùî κ 6= 0, òîäi a = 0 i k0 = iκ0.
Ç iíøîãî áîêó, íåõàé λn = −κ2n - âëàñíi çíà÷åííß äèñêðåòíîãî ñïåêòðó îïå-
ðàòîðà L. Âèêîíóþ÷è çàìiíó k → iκn ó ôóíêöi¨ Éîñòà ϕ(x, k), îäåðæèìî
ϕ(x, iκn). Öß ôóíêöiß çàäîâoëüíß¹ ðiâíßííß Øðåäiíãåðà (3.41) i ìà¹ òàêó
ñàìó àñèìïòîòèêó ïðè x → −∞, ùî i ϕ(n)(x). Îñêiëüêè ðîçâ'ßçîê çàäà÷i íà
âëàñíi çíà÷åííß ¹ ¹äèíèì, òî
ϕ(x, iκn) = ϕ(n)(x)→ bne−κnx, ïðè x→ +∞.
Çâiäñè,
ϕ(x, iκn) = bnψ∗(x,−iκn) (3.46)
Â ñèëó ëiíiéíî¨ çàëåæíîñòi ôóíêöié ϕ(x, iκn) i ψ∗(x,−iκn) ¨õ âðîíñêiàí
äîðiâíþ¹ íóëþ, òîáòîW (ϕ(x, iκn), ψ∗(x,−iκn)) = 0. Òîäi çà ôîðìóëîþ (3.30)
ìà¹ìî, ùî êîåôiöi¹íò a(iκn) = 0, ùî i ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè.
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3. Íóëi ôóíêöi¨ a(k) ïðîñòi.
Äëß äîâåäåííß äàíîãî òâåðäæåííß çàïèøåìî çàäà÷ó íà âëàñíi çíà÷åííß
(3.1) ó âèãëßäi
Lϕ(x, k) =
(
− d
dx2
+ u(x)
)
ϕ(x) = k2ϕ(x). (∗)
Äèôåðåíöiþþ÷è (∗) ïî k, îòðèìà¹ìî
Lϕ′(x, k) = 2kϕ(x, k) + k2ϕ′(x, k), (∗∗)
äå ϕ′(x, k) = dϕ(x,k)dk .
Çíàéäåìî ïîõiäíó ïî x âiä âðîíñêiàíà W (ϕ′(x, k), ϕ(x, k)):
d
dx
W (ϕ′(x, k), ϕ(x, k)) = ϕ′(x, k)
d2ϕ(x, k)
dx2
− ϕ(x, k)d
3ϕ(x, k)
dkdx2
.
Âðàõîâóþ÷è (∗) i (∗∗) ìàòèìåìî
d
dx
W (ϕ′(x, k), ϕ(x, k)) = 2kϕ2(x, k). (3.47)
Ôóíêöiß ϕ′(x, k) ìà¹ àñèìïòîòèêó
ϕ′(x, k)→ a′(k)e−ikx − ixa(k)e−ikx + b′(k)eikx + ixb(k)eikx, x→ +∞.
Ïîêëàâøè k = iκn, ìàòèìåìî
ϕ′(x, iκn) → −ixeκnx, x→ −∞,
ϕ′(x, iκn) → a′(iκn)eκnx, x→ +∞.
(3.48)
Ïðîiíòåãðó¹ìî âèðàç (3.47) çà çìiííîþ x:
W (ϕ′(x, iκn), ϕ(x, iκn))|x=+∞x=−∞ = 2iκn
+∞∫
−∞
ϕ2(x, iκn)dx. (3.49)
Ç óðàõóâàííßì çíà÷åííß âðîíñêiàíà (3.7) i àñèìïòîòèê (3.43), (3.48), îäåð-
æèìî
W (ϕ′(x, iκn), ϕ(x, iκn)) |x=+∞x=−∞ = −2κna′(iκn)bn.
Ïiäñòàâëßþ÷è öåé âèðàç â (3.49), çíàéäåìî
+∞∫
−∞
ϕ2(x, iκn)dx = ia′(iκn)bn. (3.50)
Îñêiëüêè ϕ(x, iκn) = ϕ(n)(x) - ôóíêöiß äèñêðåòíîãî ñïåêòðó, òî iíòåãðàë ó
ëiâié ÷àñòèíi (3.50) âiäìiííèé âiä íóëß (íàñ öiêàâëßòü íåíóëüîâi âëàñíi ôóíê-
öi¨), îòæå, a′(iκn) 6= 0, òîáòî, íóëi iκn ôóíêöi¨ a(k) ïðîñòi.
Çàóâàæèìî, ùî ia′(iκn) äiéñíå i ìà¹ òàêèé ñàìèé çíàê, ùî i bn.
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3.3.2. Äèñïåðñiéíå ñïiââiäíîøåííß
Âàæëèâi ñïiââiäíîøåííß ìiæ óßâíîþ i äiéñíîþ ÷àñòèíàìè ôóíêöi¨ a(k)
(óìîâà Êîøi-Ðiìàíà) ìîæóòü áóòè îòðèìàíi iç àíàëiòè÷íèõ âëàñòèâîñòåé öüî-
ãî êîåôiöi¹íòà, çîêðåìà òèõ, ùî áóëè ðîçãëßíóòi âèùå. Òàêi ñïiââiäíîøåííß
íàçèâàþòüñß äèñïåðñiéíèìè.
Ôóíêöiß a(k) ìîæå áóòè àíàëiòè÷íî ïðîäîâæåíà íà âñþ ïëîùèíó êîì-
ïëåêñíî¨ çìiííî¨, çà âèêëþ÷åííßì òî÷îê óßâíî¨ îñi, â ßêèõ âîíà ìà¹ ïðîñòi
íóëi.
ßêùî âiäîìi íóëi àíàëiòè÷íî¨ ó âåðõíié ïiâïëîùèíi ôóíêöi¨ a(k), òî ìîæ-
íà îäíîçíà÷íî âèçíà÷èòè àðãóìåíò ôóíêöi¨ a(k) çà ¨¨ ìîäóëåì. Äëß öüîãî
ðîçãëßíåìî ôóíêöiþ a1(k) ó âèãëßäi:
a1(k) = a(k)
N∏
n=1
k + iκn
k − iκn . (3.51)
Âëàñòèâîñòi ôóíêöi¨ a1(k):
1. Ôóíêöiß ln a1(k) àíàëiòè÷íà ó âåðõíié ïiâïëîùèíi (Im k > 0) i ïðßìó¹ äî
íóëß ïðè |k| → ∞: ln |a1(k)| → 0.
2. Äëß äiéñíèõ çíà÷åíü k (k ∈ R) âèêîíó¹òüñß ðiâíiñòü |a1(k)| = |a(k)|.
3. ln a1(k) = ln |a1(k)|+ i arg a1(k).
Äëß áóäü-ßêî¨ àíàëiòè÷íî¨ ôóíêöi¨ g(k) ìîæíà çàïèñàòè ôîðìóëó Êîøi
g(k) =
1
2pii
∫
Γ
g(k′)dk′
k′ − k ,
äå Γ - çàìêíåíèé êîíòóð, ùî ìiñòèòü òî÷êó k.
Âiçüìåìî äiéñíó âiñü k çàìêíåíó ïiâ-
êîëîì ó âåðõíié ïiâïëîùèíi (ßê ïîêàçàíî
íà ðèñóíêó). Â ðåçóëüòàòi
g(k) =
1
ipi
+∞∫
−∞
g(k′)dk′
k′ − k (3.52)
Iíòåãðàë (3.52) îá÷èñëþ¹òüñß â ðîçóìiííi
ãîëîâíîãî çíà÷åííß.
Çàñòîñîâó¹ìî (3.52) äî ôóíêöi¨ ln a1(k)
ln a1(k) =
1
ipi
+∞∫
−∞
ln |a1(k′)|+ i arg a1(k′)
k′ − k dk
′.
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Â ñèëó âëàñòèâîñòi ëîðàðèôìà êîìïëåêíî¨ ôóíêöi¨ a1(k):
ln |a1(k)|+ i arg a1(k) = 1
ipi
+∞∫
−∞
ln |a1(k′)|+ i arg a1(k′)
k′ − k dk
′. (3.53)
Ïðèðiâíþþ÷è óßâíi ÷àñòèíè ñïiââiäíîøåííß (3.53), çíàéäåìî àðãóìåíò
ôóíêöi¨ a1(k)
arg a1(k) = −1
pi
+∞∫
−∞
ln |a(k′)| dk′
k′ − k . (3.54)
Îñêiëüêè
arg a(k) =
1
i
(ln a(k)− ln |a(k)|) ,
òî, âðàõîâóþ÷è (3.51), îòðèìà¹ìî
ln a(k) = ln a1(k)− ln
N∏
n=1
k + iκn
k − iκn .
Âiäïîâiäíî äî çàïèñàíèõ âëàñòèâîñòåé
ln a(k) = − i
pi
+∞∫
−∞
ln |a(k′)| dk′
k′ − k − ln
N∏
n=1
k − iκn
k + iκn
, (3.55)
ln a(k) = iarg a1(k)− ln
N∏
n=1
k + iκn
k − iκn .
ßêùî ïðîëîãàðèôìóâàòè âèðàç (3.29)
ln |a(k)| = −1
2
ln
(
1− |r(k)|2
)
,
òî ç óðàõóâàííßì öüîãî ñïiââiäíîøåííß ç (3.55) çíàéäåìî
a(k) =
N∏
n=1
k − iκn
k + iκn
· exp
 i
2pi
+∞∫
−∞
ln
(
1− |r(k′)|2
)
dk′
k′ − k
 . (3.56)
Îòæå, a(k) îäíîçíà÷íî âiäíîâëþ¹òüñß ïî ìîäóëþ êîåôiöi¹íòà âiäáèòòß
r(k). Ñóêóïíiñòü
S = {r(k), κn, |bn|, n = 1, . . . , N} (3.57)
íàçèâàþòü ñòàöiîíàðíèìè äàíèìè ðîçñißííß.
45
3.3. ÇÀÄÀ×À ÐÎÇÑIßÍÍß ÄËß ÄÈÑÊÐÅÒÍÎÃÎ ÑÏÅÊÒÐÓ
3.3.3. Äèñêðåòíèé ñïåêòð â îáåðíåíié çàäà÷i ðîçñißííß
Âèêîðèñòîâóþ÷è âëàñòèâîñòi äèñêðåòíîãî ñïåêòðó âèâåäåìî iíòåãðàëüíå
ðiâíßííß ÃËÌ. Àëãîðèòì âèâåäåííß ðiâíßííß çàëèøà¹òüñß àíàëîãi÷íèì äî
ï.3.2.6.
I åòàï. Çíàõîäæåííß iíòåãðàëüíîãî ðiâíßííß ïðè t = 0.
Êîðèñòóâàòèìåìîñß ñïiââiäíîøåííßì (3.35), iíòåãðóþ÷è éîãî çà çíà÷åí-
íßìè k:
+∞∫
−∞
dkeiky
[
ϕ(x, k)
a(k)
− e−ikx
]
=
+∞∫
−∞
dkeiky
[
ψ(x, k) + r(k)ψ(x, k)− e−ikx] .
(3.34∗).
Ó öüîìó âèïàäêó iíòåãðàë ó ëiâié
÷àñòèíi îá÷èñëþ¹òüñß çà äîïîìîãîþ
òåîðåìè ïðî ëèøêè, îñêiëüêè ïiäií-
òåãðàëüíà ôóíêöiß ìà¹ N ïðîñòèõ
ïîëþñiâ k = iκn, n = 1, . . . , N . Îá-
÷èñëèìî öåé iíòåãðàë ïî êîíòóðó Γ
êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè k, âêàçàíîìó
íà ðèñóíêó.
Îñêiëüêè
res
k=κn
{
eiky
[
ϕ(x, k)
a(k)
− e−ikx
]}
= lim
k→iκn
(k − iκn)
{
eiky
[
ϕ(x, k)
a(k)
− e−ikx
]}
=
=
ϕ(x, iκn)
a′(iκn)
e−κny,
òî
+∞∫
−∞
dkeiky
[
ϕ(x, k)
a(k)
− e−ikx
]
=
∫
Γ
dkeiky
[
ϕ(x, k)
a(k)
− e−ikx
]
= 2pii
N∑
n=1
ϕ(x, iκn)
a′(iκn)
e−κny.
Iç (3.46) ìà¹ìî
ϕ(x, iκn) = bnψ∗(x,−iκn),
äå ψ∗(x,−iκn) = e−κnx +
∞∫
x
K(x, z)e−κnzdz. Òîäi
ϕ(x, iκn) = bn
e−κny
a′(iκn)
e−κnx + ∞∫
x
K(x, z)e−κnzdz
 ,
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i iíòåãðàë ó ëiâié ÷àñòèíi âèðàçó (3.34∗) íàáóâà¹ âèãëßäó
I = −2pi
N∑
n=1
bn
e−κn(x+y)
ia′(iκn)
− 2pi
∞∫
x
K(x, z)
N∑
n=1
bne
−κn(z+y)
ia′(iκn)
dz. (3.58)
Ïiäñòàâëßþ÷è (3.23) i (3.58) â (3.34∗), îòðèìà¹ìî
−2pi
N∑
n=1
bn
e−κn(x+y)
ia′(iκn)
− 2pi
∞∫
x
K(x, z)
N∑
n=1
bne
−κn(z+y)
ia′(iκn)
dz =
=
+∞∫
−∞
dkeiky

∞∫
x
K(x, z)e−ikzdz + r(k)
eikx + ∞∫
x
K(x, z)eikzdz
 ,
çâiäêè
2pi
∞∫
x
dz
 N∑
n=1
bn
e−κn(z+y)
ia′(iκn)
+
1
2pi
+∞∫
−∞
dkr(k)eik(y+z)
+
+2pi
∞∫
x
dzK(x, z)
 N∑
n=1
bne
−κn(z+y)
ia′(iκn)
+
1
2pi
+∞∫
−∞
dkr(k)eik(y+z)
+ (3.59)
+
∞∫
x
dzK(x, z)
∞∫
−∞
dkeik(y−z).
Ââåäåìî ôóíêöiþ
F (x) =
N∑
n=1
bne
−κnx
ia′(iκn)
+
1
2pi
+∞∫
−∞
r(k)eikxdk, (3.60)
i ñêîðèñòà¹ìîñß ïðåäñòàâëåííßì
+∞∫
−∞
eik(x−y)dk = 2piδ(x−y) äëß äåëüòà-ôóíêöi¨
Äiðàêà. Â ðåçóëüòàòi çíîâó îòðèìà¹ìî ðiâíßííß ÃËÌ
K(x, y) + F (x+ y) +
∞∫
x
K(x, z)F (z + y)dz = 0. (3.39∗)
Îñêiëüêè ôóíêöiß F (x) (3.60) âèðàæà¹òüñß ÷åðåç äàíi ðîçñißííß (3.57),
òî ðiâíßííß (3.39∗) âèçíà÷à¹ ôóíêöiþ K(x, y), ßêà çãiäíî ç ôîðìóëîþ (3.25)
âiäíîâëþ¹ ôóíêöiþ Éîñòà ψ(x, k).
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3.3. ÇÀÄÀ×À ÐÎÇÑIßÍÍß ÄËß ÄÈÑÊÐÅÒÍÎÃÎ ÑÏÅÊÒÐÓ
II åòàï. Óçàãàëüíåííß ðåçóëüòàòiâ ïðè t > 0.
Äàíi ðîçñißííß â çàãàëüíîìó âèïàäêó çàëåæàòü âiä t, òîìó ôóíêöiþ F (x)
(3.60) òàêîæ òðåáà ââàæàòè çàëåæíîþ âiä t, òîáòî,
F (x, t) =
N∑
n=1
bn(t)e
−κnx
ia′(iκn)
+
1
2pi
+∞∫
−∞
r(k, t)eikxdk. (3.61)
Iíòåãðàëüíå ðiâíßííß (3.39∗) íàáóâà¹ âèãëßäó
K(x, y; t) + F (x+ y; t) +
∞∫
x
K(x, z; t)F (z + y; t)dz = 0, (3.62)
à, ó âiäïîâiäíîñòi ç (3.25), ïîòåíöiàë îá÷èñëþâàòèìåìî çà ôîðìóëîþ
u(x, t) = −2 ∂
∂x
K(x, x; t). (3.63)
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ÃËÀÂÀ 4
IÍÒÅÃÐÓÂÀÍÍß ÐIÂÍßÍÍß ÊÄÔ
ÌÅÒÎÄÎÌ ÎÁÅÐÍÅÍÎ ÇÀÄÀ×I
ÐÎÇÑIßÍÍß
4.1. Ðîçâ'ßçàííß çàäà÷i Êîøi äëß ðiâíßííß
ÊäÔ
Ïîñòàíîâêà çàäà÷i Êîøi
Ðiâíßííß ÊäÔ îïèñó¹ ðîçïîâñþäæåííß õâèëü ó ñëàáî íåëiíiéíîìó ñåðåäî-
âèùi ç äèñïåðñi¹þ i ìîæå áóòè çàïèñàíå ó âèãëßäi
ut + uxxx − 6uux = 0.
Ðiâíßííß ÊäÔ ìîæíà ðîçãëßäàòè ßê ÷àñòèííèé âèïàäîê ðiâíßííß
ut = F (u),
äå F (u) = −uxxx + 6uux - íåëiíiéíèé îïåðàòîð, ùî äi¹ íà u i íå ìiñòèòü
ïîõiäíèõ ïî t.
Ðîçãëßíåìî çàäà÷ó Êîøi
ut = F (u),
u(t, x)|t=0 = u(x)
(4.1)
ó êëàñi ñïàäíèõ íà íåñêií÷åííîñòi ôóíêöié |u(t, x)| → 0, |x| → ∞, ßêi çàäî-
âîëüíßþòü óìîâó (3.4).
Ðîçâ'ßçàííß çàäà÷i Êîøi (4.1) ñêëàäà¹òüñß ç äåêiëüêîõ åòàïiâ, ßêi âêëþ-
÷àþòü ïðåäñòàâëåííß ðiâíßííß ó âèãëßäi ïàðè Ëàêñà, ðîçâ'ßçàííß ïðßìî¨ òà
îáåðíåíî¨ çàäà÷ ðîçñißííß òà çíàõîäæåííß åâîëþöi¨ ç ÷àñîì.
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Äëß ðiâíßííß ÊäÔ ïàðà Ëàêñà, òîáòî îïåðàòîðè L,A, ìàþòü âèãëßä (äèâ.
ï.2.2 Ïðèêëàä 1)
L = − ∂2∂x2 + u,
A = 4 ∂
3
∂x3 − 6u ∂∂x − 3 ∂∂xu,
(4.2)
i çàäàþòü ëiíiéíi ðiâíßííß
Ψxx + (λ− u) Ψ = 0,
Ψt + 4Ψxxx − 6uΨx − 3uxΨ = 0.
(4.3)
Ïåðøèé åòàï - ïðßìà çàäà÷à ðîçñißííß
Ðîçãëßäà¹òüñß ëiíiéíà çàäà÷à íà âëàñíi çíà÷åííß (ïåðøå ðiâíßííß (4.3)) -
ùî âiäïîâiäà¹ çàäà÷i ðîçñißííß äëß îïåðàòîðà Øðåäiíãåðà.
Äëß íåïåðåðâíîãî ñïåêòðó âëàñíi õâèëüîâi ôóíêöi¨, íà âiäñòàíßõ, âiääà-
ëåíèõ âiä îáëàñòi äi¨ ïîòåíöiàëó ðîçñißííß u(x) 6= 0, ìàþòü àñèìïòîòè÷íó
ïîâåäiíêà: ïðè x → +∞ ¹ õâèëß e−ikx, ùî ïàäà¹ íà îáëàñòü äi¨ ïîòåíöiàëó, i
âiäáèòà õâèëß r(k)eikx
Ψ(x, k)→ e−ikx + r(k)eikx, x→ +∞,
ïðè x→ −∞ ¹ õâèëß, ùî âiääàëß¹òüñß âiä îáëàñòi äi¨ ïîòåíöiàëó, t(k)e−ikx
Ψ(x, k)→ t(k)e−ikx, x→ −∞.
Äîïîâíþ¹ âiäîìîñòi ïðî ðîçñißííß äèñêðåòíèé ñïåêòð. Âëàñíi ôóíêöi¨
âèçíà÷åíi äî ñòàëîãî ìíîæíèêà i ìàþòü àñèìïòîòèêè
Ψ(x, iκn) = eκnx, ïðè x→ −∞,
Ψ(x, iκn) = bn e−κnx, ïðè x→ +∞.
Â ðåçóëüòàòi îòðèìó¹ìî ñòàöiîíàðíi äàíi ðîçñißííß (3.57):
S = {r(k), κn, |bn|, n = 1, . . . , N} .
Ó âèçíà÷åííi öèõ äàíèõ äëß çàäàíî¨ ïî÷àòêîâî¨ óìîâè ïîëßãà¹ ïðßìà çàäà÷à
ðîçñißííß. Äàíi ðîçñißííß ïîâíiñòþ âèçíà÷àþòü ñïåêòð çàäà÷i íà âëàñíi çíà-
÷åííß äëß îïåðàòîðà Øðåäiíãåðà.
Äðóãèé åòàï - åâîëþöiß ç ÷àñîì äàíèõ ðîçñißííß
Â ðiâíßííi Øðåäiíãåðà (3.13) ïî÷àòêîâi äàíi u(x) ïîòðiáíî çàìiíèòè íà
ôóíêöiþ u(x, t) (|u(x, t)| → 0 ïðè |x| → ∞), çàëåæíó âiä t. Ó âiäïîâiäíié íåñòà-
öiîíàðíié çàäà÷i âëàñíi çíà÷åííß íå çìiíþþòüñß, îñêiëüêè íå çàëåæàòü âiä t,
àëå çìiíþþòüñß âëàñíi ôóíêöi¨ ϕ(x, k, t).
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Îòæå,
Lϕ(x, k, t) = k2ϕ(x, k, t). (4.4)
Äèôåðåíöiþþ÷è (4.4) ïî t
(
k˙2 = 0
)
L˙ϕ+ Lϕ˙ = k2ϕ˙,
i âðàõîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííß (2.3), îòðèìà¹ìî(
L− k2) (ϕ˙+ Aϕ) = 0.
Çâiäñè âèòiêà¹, ùî ϕ˙ + Aϕ - âëàñíà ôóíêöiß îïåðàòîðà L, ßêà âiäïîâiäà¹
òîìó ñàìîìó âëàñíîìó çíà÷åííþ k2, ùî i ϕ. Ïîçíà÷èìî ¨¨ ϕ˜, òîäi
ϕ˙+ Aϕ = ϕ˜, Lϕ˜ = k2ϕ˜. (4.5)
Ôiêñó¹ìî ϕ(x, k, t) àñèìïòîòèêîþ (3.5) ϕ(x, k, t) = e−ikx + o(1) ïðè x→ −∞:
ϕ˜ = ϕ˙+ Aϕ = 4
∂3
∂x3
e−ikx = 4ik3e−ikx + o(1).
Îòæå, ϕ˜ = 4ik3ϕ(x, k, t). Òîäi (4.5) íàáóâà¹ âèãëßäó
ϕ˙ = −Aϕ+ 4ik3ϕ. (4.6)
Âiäïîâiäíî ïåðåïèøåìî ôóíêöiþ (3.10) çàëåæíî âiä t, âðàõîâóþ÷è ïåðøå
ñïiââiäíîøåííß (3.5):
ϕ(x, k, t) = a(k, t)e−ikx + b(k, t)eikx + o(1), x→ +∞. (4.7)
Öå ðiâíßííß i âèçíà÷à¹ åâîëþöiþ ϕ(x, k, t) â çàëåæíîñòi âiä t.
Ðîçêðèâàþ÷è â (4.6) îïåðàòîð ïàðè Ëàêñà (À) òà âðàõîâóþ÷è àñèìïòîòèêó
ïðè x→ +∞, ìàòèìåìî:
a˙e−ikx + b˙eikx =
(
−4 d
3
dx3
+ 4ik3
)(
ae−ikx + beikx
)
.
Ïðèðiâíþþ÷è ÷ëåíè ïðè îäíàêîâèõ åêñïîíåíòàõ, îòðèìà¹ìî çâè÷àéíi ëiíiéíi
äèôåðåíöiàëüíi ðiâíßííß:
a˙(k) = 0, b˙ = 8ik3b(k, t),
ßêi ìàþòü ðîçâ'ßçêè
a(k, t) = a(k), b(k, t) = e8ik
3t. (4.8)
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Ðiâíßííß (4.8) ¹ ðiâíßííßìè åâîëþöi¨ äàíèõ ðîçñißííß, ùî âiäïîâiäàþòü
íåïåðåðâíîìó ñïåêòðó çàäà÷i ðîçñißííß. Iíòåãðóþ÷è ¨õ, çíàõîäèìî àìïëiòóäó
âiäáèòòß
r(k, t) =
b(k, t)
a(k, t)
= r(k, 0)e8ik
3t. (4.9)
Ðîçãëßíåìî åâîëþöiþ äàíèõ ðîçñißííß, ùî âiäïîâiäàþòü äèñêðåòíîìó ñïåê-
òðó. Çàóâàæèìî îäðàçó, ùî κ˙n = 0. Öå âèïëèâà¹ ç (4.8), îñêiëüêè iκn ¹ çíà-
÷åííßì àðãóìåíòà ôóíêöi¨ a(k), ßêà íå çàëåæèòü âiä t, òîìó iκn òàêîæ íå
çàëåæàòü âiä t.
Çàëåæíiñòü bn(t) âèçíà÷à¹òüñß ðîçâ'ßçêîì (4.8). Îñêiëüêè
ϕ(x, iκn) = bn(t)e−κnx + o
(
e−κnx
)
, x→ +∞,
òî ïðè k = iκn, çíàõîäèìî
κ˙n = 0, b˙n(t) = 8κ3nbn. (4.10)
Çàëåæíiñòü äàíèõ ðîçñißííß âiä ïàðàìåòðà t ìà¹ âèãëßä:
S(t) =
{
r(k, 0)e8ik
3t, κn, bn(0)e8κ
3
nt; n = 1, . . . , N
}
. (4.11)
Òðåòié åòàï - îáåðíåíà çàäà÷à ðîçñißííß
Âðàõîâó¹ìî äàíi ðîçñißííß (4.11) â îçíà÷åííi ôóíêöi¨ (3.61) F (x, t):
F (x, t) =
N∑
n=1
bn(0)e
8κ3nt−κnx
ia′(iκn)
+
1
2pi
+∞∫
−∞
r(k, 0)e8ik
3t+ikxdk. (4.12)
Òåïåð äëß âiäíîâëåííß ôóíêöi¨ u(x, t), ïîòðiáíî ðîçâ'ßçàòè iíòåãðàëüíå
ðiâíßííß (3.62) ç ôóíêöi¹þ F (x, t) (4.12). Íàðåøòi çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè
âiäíîâëåííß (3.63), âèçíà÷èòè ðîçâ'ßçîê çàäà÷i Êîøi äëß ðiâíßííß ÊäÔ.
4.2. Áåçâiäáèòêîâi ïîòåíöiàëè i N-ñîëiòîííi
ðîçâ'ßçêè
Iñíó¹ ñïåöiàëüíèé êëàñ ïîòåíöiàëiâ, äëß ßêèõ òî÷íèé ðîçâ'ßçîê u(x, t) ìî-
æå áóòè çíàéäåíèé â ßâíîìó àíàëiòè÷íîìó âèãëßäi. Öå êëàñ áåçâiäáèòêîâèõ
ïîòåíöiàëiâ, òîáòî òàêèõ ïîòåíöiàëiâ, ßêó ìàþòü íóëüîâèé êîåôiöi¹íò âiäáèò-
òß r(k) = 0. Öi ïîòåíöiàëè ïîðîäæóþòü ñiìåéñòâî òî÷íèõ ðîçâ'ßçêiâ ðiâíßííß
ÊäÔ, ßêi íàçèâàþòüñß N -ñîëiòîííèìè ðîçâ'ßçêàìè.
Ðîçãëßíåìî ðiâíßííß Ãåëüôàíäà-Ëåâiòàíà-Ìàð÷åíêî
K(x, y; t) + F (x+ y; t) +
∞∫
x
K(x, z; t)F (z + y; t)dz = 0,
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ßäðî ßêîãî (4.12), çà óìîâè r(k) = 0, ñòà¹ âèðîäæåíèì, òîáòî ïåðåòâîðþ¹òüñß
íà ñêií÷åííó ñóìó åêñïîíåíò
F (x+ y; t) =
N∑
n=1
bn(0)
ia′(iκn)
e8κ
3
nt−κn(x+y).
Ââåäåìî ïîçíà÷åííß γn =
bn(0)
ia′(iκn)
> 0 òà Γn(t) = γne8κ
3
nt, òàê ùî
F (x, y; t) =
N∑
n=1
Γn(t)e
−κn(x+y). (4.13)
Ïiäñòàâëßþ÷è ôóíêöiþ (4.13) â ðiâíßííß ÃËÌ, ìàòèìåìî
K(x+y; t)+
N∑
n=1
Γn(t)e
−κn(x+y)+
N∑
n=1
Γn(t)e
−κny
∞∫
x
e−κnzK(x, z; t)dz = 0. (4.14)
Iñòîòíî øóêàòè ðîçâ'ßçîê öüîãî ðiâíßííß ó âèãëßäi ñêií÷åííî¨ ñóìè, ïîäiá-
íî¨ äî (4.13):
K(x, y; t) =
N∑
n=1
e−κnyKn(x, t). (4.15)
Ïiäñòàâëßþ÷è (4.15) â ðiâíßííß (4.14), îòðèìà¹ìî
N∑
n=1
e−κnyKn(x, t) +
N∑
n=1
Γn(t)e
−κn(x+y)+
+
N∑
n=1
Γn(t)e
−κny
∞∫
x
e−κnz
N∑
m=1
e−κmzKm(x, t)dz = 0,
äå iíòåãðàë ó öüîìó âèïàäêó îá÷èñëþ¹òüñß ßâíî:
∞∫
x
e−κnz
N∑
m=1
e−κmzKm(x, t)dz =
N∑
m=1
Km(x, t)
∞∫
x
e−(κn+κm)zdz =
=
N∑
m=1
Km(x, t)
−e−(κn+κm)z
κn + κm
∣∣∣∣∣
∞
x
=
N∑
m=1
Km(x, t)
e−(κn+κm)x
κn + κm
i ðiâíßííß íàáóâà¹ âèãëßäó
N∑
n=1
e−κnyKn(x, t)+
N∑
n=1
Γn(t)e
−κn(x+y)+
N∑
n=1
Γn(t)e
−κny
N∑
m=1
Km(x, t)
e−(κn+κm)x
κn + κm
= 0.
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Ïåðåïèøåìî éîãî ó íàñòóïíié ôîðìi
N∑
n=1
e−κny
[
Kn(x, t) + Γn(t)e
−κnx + Γn(t)
N∑
m=1
Km(x, t)
e−(κn+κm)x
κn + κm
]
= 0,
ßêà çàäà¹ íåîäíîðiäíó ñèñòåìó N ëiíiéíèõ àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíßíü ç N íåâiäî-
ìèìè äëß âèçíà÷åííß ôóíêöi¨ Kn(x, t):
Kn(x, t) + Γn(t)
N∑
m=1
Km(x, t)
e−(κn+κm)x
κn + κm
= −Γn(t)e−κnx, n = 1, . . . , N,
àáî ó ðîçãîðíóòîìó âèãëßäi:
n = 1 : K1(x, t)
[
1 + Γ1(t)
e−(κ1+κ1)x
κ1 + κ1
]
+K2(x, t)Γ1(t)
e−(κ1+κ2)x
κ1 + κ2
+ . . .
+KN(x, t)Γ1(t)
e−(κ1+κN )x
κ1 + κN
= −Γ1(t)e−κ1x,
n = 2 : K1(x, t)Γ2(t)
e−(κ2+κ1)x
κ2 + κ1
+K2(x, t)
[
1 + Γ2(t)
e−(κ2+κ2)x
κ2 + κ2
]
+ . . .
+KN(x, t)Γ2(t)
e−(κ2+κN )x
κ2 + κN
= −Γ2(t)e−κ2x,
· · · · · ·
n = N : K1(x, t)ΓN(t)
e−(κN+κ1)x
κN + κ1
+K2(x, t)ΓN(t)
e−(κN+κ2)x
κN + κ2
+ . . .
+KN(x, t)
[
1 + ΓN(t)
e−(κN+κN )x
κN + κN
]
= −ΓN(t)e−κNx.
Çàïèñóþ÷è öþ ñèñòåìó ó ñòàíäàðòíié ôîðìi
K1(x, t)A11(x, t) +K2(x, t)A12(x, t) + . . .+KN(x, t)A1N(x, t) = −Γ1(t)e−κ1x,
K1(x, t)A21(x, t) +K2(x, t)A22(x, t) + . . .+KN(x, t)A2N(x, t) = −Γ2(t)e−κ2x,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
K1(x, t)AN1(x, t) +K2(x, t)AN2(x, t) + . . .+KN(x, t)ANN(x, t) = −ΓN(t)e−κNx,
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ëåãêî ïîìiòèòè, ùî êîåôiöi¹íòè ïðè Ki(x, t), äå i = 1, . . . N óòâîðþþòü ìàò-
ðèöþ A(x, t)
A(x, t) =

A11 A12 . . . A1n . . . A1N
A21 A22 . . . A2n . . . A2N
... ... ... ... ... ...
AN1 AN2 . . . ANn . . . ANN
 (4.16)
åëåìåíòè ßêî¨ çíàõîäßòüñß çà ôîðìóëîþ
Anm = δnm + Γn(t)
e−(κn+κm)x
κn + κm
(4.17)
äå δnm =
{
1 ïðè n = m,
0 ïðè n 6= m.
Áóäåìî ðîçâ'ßçóâàòè îòðèìàíó ñèñòåìó ðiâíßíü ìåòîäîì Êðàìåðà. Çàïè-
øåìî ¨¨ ðîçâ'ßçîê ßê âiäíîøåííß âèçíà÷íèêiâ
Kn(x, t) =
detA(n)(x, t)
detA(x, t)
,
äå A(n)(x, t) - ìàòðèöß, îäåðæàíà ç A(x, t) çàìiíîþ n-ãî ñòîâïöß ïðàâîþ ÷à-
ñòèíîþ ñèñòåìè.
Îñêiëüêè, K(x, y; t) =
N∑
n=1
e−κnyKn(x, t), òî
K(x, y; t) =
N∑
n=1
e−κny
detA(n)(x, t)
detA(x, t)
. (4.18)
Äëß âiäíîâëåííß ïîòåíöiàëó, íàì ïîòðiáíî K(x, x; t), òîáòî ó ôîðìóëi
(4.18) òðåáà ââàæàòè y = x:
K(x, x; t) =
N∑
n=1
e−κnx
detA(n)(x, t)
detA(x, t)
=
=
1
detA(x, t)
N∑
n=1
e−κnx detA(n)(x, t) =
∂
∂x
ln detA(x, t).
Îòæå,
u(x, t) = −2 ∂
∂x
K(x, x; t) = −2 ∂
2
∂x2
ln detA(x, t). (4.19)
Âëàñòèâiñòü áåçâiäáèòêîâîñòi çáåðiãà¹òüñß ïðè çìiíi ïàðàìåòðà t. Öå âèïëèâà¹
iç âèðàçó (4.11), ùî âèçíà÷à¹ åâîëþöiþ äàíèõ ðîçñißííß.
55
4.2. ÁÅÇÂIÄÁÈÒÊÎÂI ÏÎÒÅÍÖIÀËÈ I N-ÑÎËIÒÎÍÍI ÐÎÇÂ'ßÇÊÈ
Äiéñíî, r(k, t) = r(k, 0)e8ik
3t. Òîäi î÷åâèäíî, ùî ßêùî r(k, 0) = 0 ïðè t = 0,
òî r(k, t) = 0, ïðè t > 0. Öå ñâiä÷èòü ïðî òå, ùî âèðàç (4.19) âèçíà÷à¹ íàáið
òî÷íèõ ðîçâ'ßçêiâ ðiâíßííß ÊäÔ.
Âèðàç (4.19) ¹ N -ñîëiòîííèì ðîçâ'ßçêîì çàãàëüíîãî âèäó.
4.2.1. Îäíîñîëiòîííèé ðîçâ'ßçîê
Íàéïðîñòiøèé áåçâiäáèòêîâèé ïîòåíöiàë ìà¹ îäíó òî÷êó äèñêðåòíîãî ñïåê-
òðó, òîáòî N = 1. Ïîáóäó¹ìî âiäïîâiäíèé ðîçâ'ßçîê ðiâíßííß ÊäÔ.
Ìàòðèöß Anm âèçíà÷à¹òüñß ¹äèíèì åëåìåíòîì, îñêiëüêè n = m = 1
A1,1(x, t) = 1 + γ
e−2κx+8κ
3t
2κ
= detA(x, t).
Îá÷èñëèìî íåîáõiäíi ïîõiäíi:
1)
∂
∂x
ln detA(x, t) = ln
(
1 + γ
e−2κx+8κ
3t
2κ
)
· γe
−2κx+8κ3t
2κ
· (−2κ) =
=
−2κ
1 + e2κx−8κ3t−2κξ0
.
2)
∂2
∂x2
ln detA(x, t) =
∂
∂x
−2κ
1 + e2κx−8κ3t−2κξ0
=
κ2
ch2 (κx− 4κ3t− κξ0)
,
äå âðàõîâóþ÷è äîäàòíiñòü ln γ2κ ïîçíà÷åíî ξ0 =
1
2κ ln
γ
2κ .
Ðèñ. 4.1. Îäíîñîëiòîííèé
ðîçâ'ßçîê ðiâíßííß ÊäÔ
Êîðèñòóþ÷èñü ôîðìóëîþ (4.19) çíàõî-
äèìî îäíîñîëiòîííèé ðîçâ'ßçîê ðiâíßííß
Êîðòåâåãà-äå Ôðiçà:
u(x, t) =
−2κ2
ch2 (κ (x− 4κ2t− ξ0))
, (4.20)
ùî îïèñó¹ óñàìiòíåíó áiæíó õâèëþ (ðèñ.4.1),
ßêà ðóõà¹òüñß âïðàâî âçäîâæ îñi x çi ñòà-
ëîþ øâèäêiñòþ v = 4κ2 áåç çìiíè ôîðìè,
òà øâèäêî çàòóõà¹ ïðè |x| → ∞. Ñîëiòîí
(4.20) ìà¹ àìïëiòóäó 2κ2 i ïî÷àòêîâó ôàçó
ϕ = (1/2κ) ln b.
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4.2.2. Äâîñîëiòîííèé ðîçâ'ßçîê
Ïðè N = 2 ðîçâ'ßçîê (4.19) îïèñó¹ ïðîöåñ âçà¹ìîäi¨ äâîõ ñîëiòîíiâ. Ïðè-
âåäåìî äàíèé ðîçâ'ßçîê â ßâíîìó âèäi. Ââåäåìî ïîçíà÷åííß
ξn =
1
2κn
ln
γn
2κn
, ηn = x− 4κ2nt− ϕn, vn = 4κ2n, n = 1, 2.
Äëß âèçíà÷åíîñòi áóäåìî ââàæàòè, ùî κ1 > κ2. Çà äîïîìîãîþ (4.17) áóäó¹ìî
ìàòðèöþ Anm (4-16):
Anm(x) =
(
1 + e−2κ1η1 2κ1κ1+κ2e
x(κ1−κ2)−2κ1η1
2κ2
κ1+κ2e
x(κ2−κ1)−2κ2η2 1 + e−2κ2η2
)
.
Çâiäñè
detA(x) = 1 + e−2κ1η1 + e−2κ2η2 +
(
κ1 − κ2
κ1 + κ2
)2
e−2κ1η1−2κ2η2 =
= e−κ1η1−κ2η2
{[
e(κ1η1−κ2η2) + e−(κ1η1+κ2η2)
]
+
+
κ1 − κ2
κ1 + κ2
[
κ1 + κ2
κ1 − κ2e
(κ1η1+κ2η2) +
κ1 − κ2
κ1 + κ2
e−(κ1η1+κ2η2)
]}
.
Ââîäß÷è ïîçíà÷åííß
∆ ≡ ln κ1 + κ2
κ1 − κ2 > 0,
çàïèøåìî
det A(x) = 2e
−κ1η1−κ2η2
κ1+κ2 {(κ1 + κ2) ch(κ1η1 − κ2η2)+
+(κ1 − κ2) ch(κ1η1 + κ2η2 + ∆)} .
Îá÷èñëèìî ïåðøó ïîõiäíó
d
dx
ln detA = −(κ1 + κ2)+
+
(κ21 − κ22) [sh(κ1η1 − κ2η2) + sh(κ1η1 + κ2η2 + ∆)]
(κ1 + κ2) ch(κ1η1 − κ2η2) + (κ1 − κ2) ch(κ1η1 + κ2η2 + ∆) ,
òà äðóãó ïîõiäíó
d2
dx2
ln detA = 2(κ21 − κ22)×
× κ
2
1 − κ22 + κ21 ch(2κ2η2 + ∆) + κ22 ch(2κ1η1 + ∆)
[(κ1 + κ2) ch(κ1η1 − κ2η2) + (κ1 − κ2) ch(κ1η1 + κ2η2 + ∆)]2
.
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Êîðèñòóþ÷èñü ôîðìóëîþ (4.19) çíàõîäèìî ðîçâ'ßçîê ðiâíßííß ÊäÔ äëß
âèïàäêó N = 2:
u(x, t) =
−4(κ21 − κ22)
[
κ21 − κ22 + κ21 ch(2κ2η2 + ∆) + κ22 ch(2κ1η1 + ∆)
]
[(κ1 + κ2) ch(κ1η1 − κ2η2) + (κ1 − κ2) ch(κ1η1 + κ2η2 + ∆)]2
.
(4.21)
Ïðîâåäåìî àíàëiç ðîçâ'ßçêó (4.21). Ïîçíà÷èìî x′ ≡ x− 4κ21t, òîäi
η1 = x
′ − ξ1, η2 = x′ + 4(κ21 − κ22)t− ξ2;
κ1η1 + κ2η2 = (κ1 + κ2)x′ + 4(κ21 − κ22)κ2t− κ1ξ1 − κ2ξ2;
κ1η1 − κ2η2 = (κ1 − κ2)x′ − 4(κ21 − κ22)κ2t− κ1ξ1 + κ2ξ2.
i øóêàíèé ðîçâ'ßçîê ó ñèñòåìi âiäëiêó t, x′ íàáóâà¹ âèãëßäó:
u(x′ + 4κ21t, t) =
−4(κ21 − κ22)
[
κ21 − κ22+
{(κ1 + κ2) ch [(κ1 − κ2)x′ − 4κ2(κ21 − κ22)t− κ1ξ1 + κ2ξ2] +
+κ21 ch(2κ2
(
x′ + 4(κ21 − κ22)t− ξ2
)
+ ∆) + κ22 ch(2κ1 (x′ − ξ1) + ∆)
]
+ (κ1 − κ2) ch [(κ1 + κ2)x′ + 4κ2(κ21 − κ22)t− κ1ξ1 − κ2ξ2 + ∆]}2
. (4.22)
Ïðîàíàëiçó¹ìî ðîçâ'ßçîê (4.22) ïðè t→ −∞ â ñèñòåìi âiäëiêó t, x′, ßêà ðó-
õà¹òüñß âiäíîñíî ñèñòåìè âiäëiêó t, x çi øâèäêiñòþ 4κ21 â äîäàòíîìó íàïðßìêó
îñi x.
Ïåðåõiä äî ãðàíèöi t→ −∞ äà¹òüñß íàñòóïíèìè âèðàçàìè, â ßêèõ âiäêè-
äàþòüñß ñïàäíi ïî t åêñïîíåíòè:
u(x′ + 4tκ21, t)→ −2(κ21 − κ22)κ21 exp
(−2κ2 (x′ + 4(κ21 − κ22)t− ξ2)−∆)×
×
{
1
2
(κ1 + κ2) exp
(
(κ1 − κ2)x′ − 4κ2(κ21 − κ22)t− κ1ξ1 + κ2ξ2
)
+
+
1
2
(κ1 − κ2) exp
(−∆− (κ1 + κ2)x′ − 4κ2(κ21 − κ22)t+ κ1ξ1 + κ2ξ2)}−2 =
=
2κ21{√
κ1 + κ2
κ1−κ2
eκ1x
′−κ1ξ1+∆2
2 +
√
κ1 − κ2
κ1+κ2
e−κ1x
′+κ1ξ1−∆2
2
}2 .
Â ðåçóëüòàòi ïðè t→ −∞ ìà¹ìî ñòàíäàðòíèé ñîëiòîííèé ðîçâ'ßçîê
u(x′ + 4tκ21, t) =
−2κ21
ch2 {κ1x′ − κ1ξ1 + ∆} ,
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äå ïîçíà÷åíî
e∆/2 =
√
κ1 + κ2
κ1 − κ2 .
Îòðèìàíèé ðåçóëüòàò ñâiä÷èòü, ùî â ñèñòåìi âiäëiêó t, x′ ïðè t → −∞
ðîçâ'ßçîê îïèñó¹ ñîëiòîí ç ïàðàìåòðàìè κ1, ξ1,∆. Öåé ñîëiòîí ìà¹ ïî÷àòêîâó
ôàçó ξ1 −∆/κ1. Âiäìiòèìî, ùî ßêùî ãðàíèöþ t→ −∞ îá÷èñëèòè â ñèñòåìi
âiäëiêó t, x′′ = x − 4κ22t, òî îäåðæèìî ñîëiòîí ç ïàðàìåòðàìè κ2, ξ2. Òàêèì
÷èíîì íà ëiâié íåñêií÷åííîñòi (ïðîñòîðîâié êîîðäèíàòi x) ðîçâ'ßçîê ïðåäñòàâ-
ëß¹ ñîáîþ äâà içîëüîâàíi ñîëiòîíè, ùî çíàõîäßòüñß äàëåêî îäèí âiä îäíîãî i
íå âçà¹ìîäiþòü. Çàóâàæèìî òàêîæ, ùî ñîëiòîíè ðóõàþòüñß ç ðiçíèìè øâèä-
êîñòßìè, îñêiëüêè κ1 > κ2.
Ðèñ. 4.2. Âçà¹ìîäiß äâîõ ñîëiòîíiâ
Ïåðåéäåìî äî ãðàíèöi t→ +∞. Àíàëîãi÷íî ïîïåðåäíüîìó
u(x′ + 4tκ21, t)→ −2κ21e2κ2(x
′+4(κ21−κ22)t−ϕ2)+∆×
×
{√
κ1 + κ2
κ1 − κ2
1
2
e−(κ1−κ2)x
′+4κ2(κ21−κ22)t+ξ1κ1−ξ2κ2+
+
√
κ1 − κ2
κ1 + κ2
1
2
e(κ1+κ2)x
′+4κ2(κ21−κ22)t−ξ1κ1−ξ2κ2+∆
}−2
,
çâiäêè ìà¹ìî
u(x′ + 4tκ21, t) = −2κ21
1
ch2 [κ1x′ − ξ1κ1]
.
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ßê âèäíî, ðîçâ'ßçîê îïèñó¹ òîé ñàìèé ñîëiòîí, ùî i ïðè t → −∞, àëå ç
ôàçîþ, ðiâíîþ ξ1. Ïîçíà÷èìî
ξ−1 ≡ ξ1 −
1
κ1
; ξ+1 ≡ ξ1,
òîäi ðiçíèöß ïî÷àòêîâèõ ôàç
ξ+1 − ξ−1 = −
1
κ1
∆ > 0.
Öåé ðåçóëüòàò ìîæíà ïîßñíèòè òèì, ùî øâèäøèé ñîëiòîí îäåðæó¹ çñóâ
ôàçè âïåðåä.
Àíàëîãi÷íèìè ìiðêóâàííßìè ìîæíà ïîêàçàòè, ùî ïîâiëüíiøèé ñîëiòîí
îäåðæó¹ çñóâ ôàçè íàçàä, ðiâíèé
ξ+2 − ξ−2 = −
1
κ2
∆ > 0.
Ïðîöåñ âçà¹ìîäi¨ äâîõ ñîëiòîíiâ, ùî ðóõàþòüñß çëiâà íàïðàâî, iëþñòðó¹
ðèñ.4.2. Ñîëiòîí ç áiëüøîþ àìïëiòóäîþ ðóõà¹òüñß øâèäøå i íàçäîãàíß¹ ñîëiòîí
ç ìåíøîþ àìïëiòóäîþ (à). Ïðîõîäß÷è îäèí ÷åðåç îäíèé (âçà¹ìîäiþ÷è) ñîëiòî-
íè äåôîðìóþòüñß (á-â). Íàäàëi ñîëiòîí ç áiëüøîþ àìïëiòóäîþ (øâèäêiñòþ)
ïåðåãàíß¹ ñîëiòîí ç ìåíøîþ àìïëiòóäîþ (øâèäêiñòþ). Ïðè öüîìó îáèäâà
ñîëiòîíè ïîâíiñòþ âiäíîâëþþòü ñâîþ ôîðìó. äèíèì íàñëiäêîì ¨õ âçà¹ìîäi¨
¹ çñóâ ôàç.
Ñàìå öß îáñòàâèíà, ùî ïiñëß âçà¹ìîäi¨ ñîëiòîíè (óñàìiòíåíi õâèëi) âiäíîâ-
ëþþòü ñâîþ ôîðìó i øâèäêiñòü ðóõó, òîáòî ïîâîäßòüñß ßê ïðóæíî âçà¹ìîäi-
þ÷i êóëi, i ñòàëà ïðè÷èíîþ îòîòîæíåííß òàêèõ óñàìiòíåíèõ õâèëü ç ÷àñòèí-
êàìè.
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ÃËÀÂÀ 5
ÏÐßÌÀ I ÎÁÅÐÍÅÍÀ ÇÀÄÀ×À
ÐÎÇÑIßÍÍß ÄËß ÑÈÑÒÅÌÈ
ÄÂÎÕ ÄÈÔÅÐÅÍÖIÀËÜÍÈÕ
ÐIÂÍßÍÜ
5.1. Ïðßìà çàäà÷à ðîçñißííß
Àíàëîãi÷íî ðîçãëßíóòié â ïîïåðåäíiõ ïóíêòàõ êëàñè÷íié çàäà÷i ðîçñißííß
äëß îïåðàòîðà Øðåäiíãåðà, ñïåêòðàëüíà çàäà÷à äëß ìàòðè÷íîãî äèôåðåí-
öiàëüíîãî îïåðàòîðà U ìà¹ âèãëßä:
Ψx = UΨ. (5.1)
Òóò U - ìàòðè÷íèé îïåðàòîð ïàðè Ëàêñà
U =
(
ik iq
ir −ik
)
, (5.2)
ßêèé äi¹ íà âåêòîð-ôóíêöiþ Ψ:
Ψ =
(
Ψ1
Ψ2
)
, (5.3)
äå Ψ1 = Ψ1(x, t) , Ψ2 = Ψ2(x, t) - ñêàëßðíi êîìïëåêñíi ôóíêöi¨.
Ïiäñòàâëßþ÷è (5.2) òà (5.3) ó ðiâíßííß(5.1), îòðèìà¹ìî ñèñòåìó äâîõ ëiíié-
íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíßíü (âiäîìó ßê çàäà÷à Çàõàðîâà-Øàáàòà){
Ψ1x = ikΨ1 + iqΨ2,
Ψ2x = irΨ1 − ikΨ2.
(5.4)
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Çàóâàæåííß 1. Ïîòåíöiàëè q(x) i r(x) ââàæàòèìåìî òàêèìè, ùî ñïà-
äàþòü ïðè |x| → ∞, òîáòî âèêîíóþòüñß íåðiâíîñòi
+∞∫
−∞
|q(x)|dx <∞;
+∞∫
−∞
|r(x)|dx <∞. (5.5)
Äàíå ïðèïóùåííß ¹ âàæëèâèì, îñêiëüêè òåîðiß ðîçñißííß ç iíøèìè ãðà-
íè÷íèìè óìîâàìè äà¹ çîâñiì iíøi ðåçóëüòàòè.
Çàóâàæåííß 2. Âëàñíi çíà÷åííß ñèñòåìè (5.4) â çàãàëüíîìó âèïàäêó ¹
êîïëåêñíèìè (k = ξ + iη) i íå çàëåæàòü âiä x i t.
Ñïåêòðàëüíó çàäà÷ó (5.1) ïåðåïèøåìî ó âèãëßäi LΨ = kΨ:(−i∂x −q
r i∂x
)(
Ψ1
Ψ2
)
= k
(
Ψ1
Ψ2
)
.
Çâiäñè îòðèìà¹ìî ìàòðè÷íèé îïåðàòîð L i çíàéäåìî êîìïëåêñíå-ñïðßæåííß:
L =
(−i∂x −q
r i∂x
)
, L∗ =
(
i∂x −q∗
r∗ −i∂x
)
.
Îòæå, îïåðàòîð L íå ¹ åðìiòîâèì, îñêiëüêè L 6= L∗, à òîìó k 6= k∗.
5.1.1. Ôóíêöi¨ Éîñòà òà ìàòðèöß ïåðåõîäó
Ðîçãëßíåìî ñèñòåìó (5.4) â îáëàñòi |x| → ∞, äå ôóíêöi¨ q(x) i r(x)→ 0:{
Ψ1x = ikΨ1,
Ψ2x = −ikΨ2. (5.6)
Çàãàëüíèé ðîçâ'ßçîê (5.6) ¹ ñóïåðïîçèöiþ äâîõ ëiíiéíî íåçàëåæíèõ ðîçâ'ßçêiâ,
ùî âiäïîâiäàþòü îäíîìó âëàñíîìó çíà÷åííþ k, i ìîæå áóòè çàïèñàíèé, ßê
Ψ =
(
Ψ1
Ψ2
)
=
(
c1 e
ikx
c2 e
−ikx
)
= c1
(
1
0
)
eikx + c2
(
0
1
)
e−ikx. (5.7)
Íåõàé áàçèñíi ðîçâ'ßçêè ψ(x, k) i ψ(x, k) ñèñòåìè âèçíà÷àþòüñß àñèìïòî-
òèêàìè çà äîïîìîãîþ ãðàíè÷íèõ óìîâ íà +∞:
ψ(x, k)→
(
1
0
)
eikx,
ψ(x, k)→
(
0
1
)
e−ikx.
x→ +∞ (5.8)
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Àíàëîãi÷íî áàçèñíi ðîçâ'ßçêè ϕ(x, k) i ϕ(x, k) âèçíà÷àþòüñß íà −∞:
ϕ(x, k)→
(
1
0
)
eikx,
ϕ(x, k)→
(
0
1
)
e−ikx.
x→ −∞ (5.9)
Íàáîðè ðîçâ'ßçêiâ, ßêi âèçíà÷àþòüñß óìîâàìè (5.8)-(5.9) ïðè äiéñíèõ çíà-
÷åííßõ k íàçèâàþòüñß ôóíêöißìè Éîñòà . Íåçàëåæíiñòü ðîçâ'ßçêiâ ïiä-
òâåðäæó¹òüñß îá÷èñëåííßì âðîíñêiàíó âiä ðîçâ'ßçêiâ ñèñòåìè (5.4)
W (ϕ, ϕ) = W (ψ, ψ) =
∣∣∣∣ 0 eikxe−ikx 0
∣∣∣∣ = −1 6= 0.
Îñêiëüêè âðîíñêiàí âiäìiííèé âiä íóëß, òî ðîçâ'ßçêè íåçàëåæíi. Âèáèðàþ÷è
áàçèñîì ψ(x, k), ψ(x, k), ðîçêëàäåìî ϕ(x, k) i ϕ(x, k) ïî íüîìó ïðè |x| → ∞
ϕ = a(k) ψ(x, k) + b(k) ψ(x, k),
ϕ = −b(k) ψ(x, k) + a(k) ψ(x, k), (5.10)
äå ìàòðèöß Tij(k) - ìàòðèöß ïåðåõîäó:
T =
(
T11 T12
T21 T22
)
=
(
a(k) b(k)
−b(k) a(k)
)
. (5.11)
Âèçíà÷íèê Âðîíñüêîãî ðîçâ'ßçêiâ ϕ i ϕ äîðiâíþ¹ -1, òîìó ç ó ðàõóâàííßì
(5.10), îòðèìà¹ìî
W (ϕ, ϕ) =
∣∣∣∣∣ b(k)eikx a(k)eikxa(k)e−ikx −b(k)e−ikx
∣∣∣∣∣
a(k)a(k) + b(k)b(k) = 1. (5.12)
Çàóâàæåííß 3. Çíàê ′′−′′ â ìàòðèöi (5.11) âèáðàíèé äëß çðó÷íîñòi.
5.1.2. Àíàëiòè÷íi âëàñòèâîñòi ôóíêöié Éîñòà
Ïðè âèâ÷åíi îáåðíåíî¨ çàäà÷i ðîçñißííß ôóíäàìåíòàëüíó ðîëü ãðàòèìóòü
àíàëiòè÷íi âëàñòèâîñòi ââåäåíèõ ôóíêöi¨ ϕ(x, k), ϕ(x, k) òà ψ(x, k), ψ(x, k), ùî
âèçíà÷àþòü ðîçâ'ßçêè ñèñòåìè (5.4) ç ãðàíè÷íèìè óìîâàìè (5.5). Àíàëîãi÷íî
ïóíêòó 3.2 ïðåäñòàâèìî äàíèé ðîçâ'ßçîê ó âèãëßäi iíòåãðàëüíèõ ðiâíßíü.
Ñèñòåìà (5.4) äëß ôóíêöié Éîñòà ϕ(x, k) ìàòèìå âèãëßä:{
ϕ1xik − ϕ1 = iqϕ2,
ϕ2x + ikϕ2 = irϕ1.
(5.13)
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Ç ïåðøîãî ðiâíßííß ñèñòåìè (5.13) çíàéäåìî ϕ1, ðîçãëßäàþ÷è âèðàç â
ïðàâié ÷àñòèíi ßê íåîäíîðiäíiñòü:
ϕ1(x, k) =
+∞∫
−∞
iq(y)ϕ2(y, k)e
ik(x−y)dy. (5.14)
Öåé ðîçâ'ßçîê äîçâîëß¹ çíàéòè âèðàç äëß ϕ1(x, k), ßêùî âiäîìà ôóíêöiß
ϕ2(x, k).
Ðîçãëßäàþ÷è äðóãå ðiâíßííß ñèñòåìè, îòðèìà¹ìî
ϕ2(x, k) =
+∞∫
−∞
ir(z)ϕ1(z, k)e
ik(z−x)dz. (5.15)
Ïiäñòàíîâêà (5.14) â (5.15) ïðèâîäèòü äî âèðàçó
ϕ2(x, k) =
+∞∫
−∞
ir(z)
+∞∫
−∞
iq(y)
(
ϕ2(y, k)e
ik(z−y)dy
)
eik(z−x)dz. (5.16)
Íàâåäåìî îöiíêó
eik(z−x) = ei(ξ+iη)(z−x) = eiξ(z−x)e−η(z−x) =
{
0, z > x
e−iξ|z−x|eη|z−x| z < x
Ðiâíßííß (5.14) i (5.16) ¹ iíòåãðàëüíèìè ðiâíßííßìè âîëüòåððiâñüêîãî òè-
ïó. Âîíè âèçíà÷àþòü ôóíêöi¨ ϕ1 i ϕ2 ïðè äiéñíîìó k. ßêùî ââàæàòè k êîì-
ïëåêñíèì ÷èñëîì, ùî íàëåæèòü âåðõíié ïiâïëîùèíi, òî â ïiäiíòåãðàëüíèõ âè-
ðàçàõ (5.14) i (5.16) ç'ßâèòüñß åêñïîíåíòà ç âiä'¹ìíèì ïîêàçíèêîì. Öå ïîê-
ðàùèòü çáiæíiñòü iòåðàöiéíèõ ðßäiâ, ßêi ¹ ðîçâ'ßçêîì iíòåãðàëüíèõ ðiâíßíü.
Ðîçâ'ßçîê ñèñòåìè âîëüòåððiâñüêèõ ðiâíßíü ìîæíà ðîçãëßäàòè ßê àíàëiòè÷íå
ïðîäîâæåííß ôóíêöi¨ ϕ(x, k) íà âåðõíþ ïiâïëîùèíó k.
Âðàõîâàííß îöiíêè òà àñèìïòîòèêè (5.9) íà x→ −∞ äîçâîëß¹ ïåðåïèñàòè
(5.14),(5.16) ó âèãëßäi
ϕ1(x, k) =
x∫
−∞
iq(y)ϕ2(y, k)e
ik(x−y)dy,
ϕ2(x, k) = e
−ikx −
x∫
−∞
r(z)
z∫
−∞
q(y)
(
ϕ2(y, k)e
ik(z−y)dy
)
eik(z−x)dz.
(5.17)
Ïîçíà÷èìî
ϕ(x, k) = e−ikxχ+(x, k). (5.18)
Ïiäñòàâëßþ÷è (5.17) â (5.18), îòðèìà¹ìî iíòåãðàëüíi ðiâíßííß:
χ+1 (x, k) =
x∫
−∞
iq(y)e2ik(x−y)χ2(y, k)dy. (5.19)
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χ+2 (x, k) = 1−
x∫
−∞
r(z)
z∫
−∞
q(y)e2ik(z−y)χ+2 (y, k)dydz, (5.20)
Iíòåãðóþ÷è ÷àñòèíàìè ìàòèìåìî
x∫
−∞
q(y)e2ik(x−y)dy = − 1
2ik
q(y)e2ik(x−y)
∣∣∣∣x
−∞
+O
(
1
k
)
= − 1
2ik
q(x) +O
(
1
k
)
Ïåðåõîäß÷ì äî ãðàíèöi |k| → ∞, îòðèìà¹ìî
χ+(x, k)→
(
0
1
)
+
 −
1
2kq(x)
1 + 12ik
x∫
−∞
q(z)r(z)dz
+O( 1
k2
)
. (5.21)
Àíàëîãi÷íî äëß ôóíêöi¨ ψ(x, k) äîâîäèòüñß àíàëiòè÷íiñòü ó íèæíié ïiâ-
ïëîùèíi k. Íàâåäåìî âèðàç äëß ôóíêöi¨ θ−(x, k) = ψ(x, k)eikx
θ−(x, k)→
(
0
1
)
+

1
2kq(x)
1− 12ik
+∞∫
x
q(z)r(z)dz +O
(
1
k2
)
.
 (5.22)
Àíàëîãi÷íèì ÷èíîì äîâîäèòüñß àíàëiòè÷íiñòü ôóíêöi¨ ψ(x, k) ó âåðõíié
ïiâïëîùèíi i àíàëiòè÷íiñòü ôóíêöi¨ ϕ(x, k) ó íèæíié ïiâïëîùèíi . Íàâåäå-
ìî îòðèìàíi ðåçóëüòàòè äëß ôóíêöié θ+(x, k) = ψ(x, k)e−ikx i χ−(x, k) =
ψ(x, k)e−ikx.
5.1.3. Äèñêðåòíèé ñïåêòð
ßêùî ïîòåíöiàëè q(x) i r(x) íå ¹ ìàëèìè, òî ìàòðè÷íèé îïåðàòîð ìî-
æå ìàòè äèñêðåòíi âëàñíi çíà÷åííß. Âîíè âèíèêàþòü êîëè ôóíêöiß a(k) ìà¹
íóëi ó âåðõíié ïiâïëîùèíi (η > 0) àáî êîëè ôóíêöiß a(k) ìà¹ íóëi ó íèæíié
ïiâïëîùèíi (η < 0).
Oçíà÷åííß. Òî÷êàìè äèñêðåòíîãî ñïåêòðà (âëàñíèìè çíà÷åííßìè) ìàò-
ðè÷íîãî îïåðàòîðà U íàçèâàþòüñß òàêi çíà÷åííß êîìïëåêñíîãî ñïåêòðàëüíî-
ãî ïàðàìåòðà k, ßêi ïðè âèêîíàííi óìîâ (5.5) ñïàäàþòü åêñïîíåíöiàëüíî ïðè
x→ ±∞.
Âëàñòèâîñòi äèñêðåòíîãî ñïåêòðó
1. ßêùî Im k > 0, òî äèñêðåòíèé ñïåêòð çáiãà¹òüñß ç ìíîæèíîþ
íóëiâ ôóíêöi¨ a(k), òîáòî òî÷êàìè âåðõíüî¨ ïiâïëîùèíè k. Íóëi ôóíêöi¨
a(k) ó âåðõíié ïiâïëîùèíi  ïðîñòi.
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Òàáëèöà 5.1. Iíòåãðàëüíå ïðåäñòàâëåííß
θ+(x, k)→

1−
+∞∫
x
+∞∫
y
q(y)r(z)θ+1 (z, k)e
2ik(z−y)dydz
+∞∫
x
ir(z)θ+1 (z, k)e
2ik(z−x)dz
 θ−(x, k)→

+∞∫
x
iq(y)θ−2 (y, k)e
2ik(x−y)dy
1−
+∞∫
x
+∞∫
z
q(y)r(z)θ−2 (y, k)e
2ik(z−y)dydz

χ+(x, k)→

x∫
−∞
iq(y)χ+2 (y, k)e
2ik(x−y)dy
1−
x∫
−∞
z∫
−∞
q(y)r(z)χ+2 (y, k)e
2ik(z−y)dydz
 χ−(x, k)→

1−
x∫
−∞
y∫
−∞
q(y)r(z)χ−1 (z, k)e
2ik(z−y)dydz
x∫
−∞
ir(z)χ−1 (z, k)e
2ik(z−x)dz

|k| → ∞
θ+(x, k)→

1
0
+

1
2ik
+∞∫
x
q(y)r(y)dy
− 12kr(x)
 θ−(x, k)→

0
1
+

1
2kq(x)
− 12ik
+∞∫
x
q(z)r(z)dz

χ+(x, k)→

0
1
+

− 12kq(x)
1
2ik
x∫
−∞
r(z)q(z)dz
 χ−(x, k)→

1
0
+

− 12ik
x∫
−∞
q(y)r(y)dy
1
2kr(x)

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Íåõàé ïàðàìåòð k = κn = ξn + iηn (Im κn > 0), òîäi ôóíêöiß a(κn) = 0. À
òîìó âðîíñêiàíW (ϕ(,κn), ψ(,κn)) äîðiâíþâàòèìå íóëþ, îòæå ôóíêöi¨ ϕ(,κn)
i ψ(,κn) ëiíiéíî çàëåæíi, òîáòî, iñíó¹ ñòàëå çíà÷åííß bn òàêå, ùî
ϕ(x,κn) = bnψ(x,κn), bn = const. (5.23)
2. Âëàñíi ôóíêöi¨ ϕ(n), ßêi âiäïîâiäàþòü âëàñíîìó çíà÷åííþ k = κn, çà-
äîâîëüíßþòü ðiâíßííß
ϕ(x,κn) = U (κn)ϕ(x,κn). (5.24)
Àñèìïòîòèêè ïðè x→ ±∞ ìàþòü âèãëßä
ϕ(x,κn)→
(
0
1
)
e−iκnx; x→ −∞
ϕ(x,κn)→ bn
(
1
0
)
eiκnx; x→ +∞.
3. Ñïiââiäíîøåííß îðòîãîíàëüíîñòi ôóíêöié Éîñòà
ßêùî ψ(x,κ1) i ψ(x,κ2) - âëàñíi ôóíêöi¨ îïåðàòîðà L, ùî âiäïîâiäàþòü
âëàñíèì çíà÷åííßì κ1 i κ2 äèñêðåòíîãî ñïåêòðà, òî
+∞∫
−∞
ψ˜∗(x,κ1)ψ(x,κ2)dx = 0, κ1 6= κ2. (5.25)
Öå áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ ç óðàõóâàííßì ñïàäàííß ψ(x,κ2) íà íåñêií÷åííî-
ñòi.
5.1.4. Ñïiââiäíîøåííß iíâîëþöi¨
Âàæëèâèìè ç ôiçè÷íî¨ òî÷êè çîðó ¹ âèïàäêè êîëè ïîòåíöiàëè ïðîïîðöiéíi
îäèí îäíîìó.
Íåõàé Ψ =
(
Ψ1
Ψ2
)
¹ ðîçâ'ßçêîì çàäà÷i (5.4), òîäi Ψ =
(
Ψ1
Ψ2
)
¹ ðîçâ'ßçêîì
çàäà÷i
Ψx = U(k¯)Ψ. (5.26)
Áóäåìî ðîçãëßäàòè âèïàäêè:
• q = ±r∗ = ±u∗ (çîêðåìà, ÷àñòèííèé âèïàäîê  q = ±r = ±u).
Ðîçïèøåìî ñèñòåìó ðiâíßíü äëß çàäà÷i (5.26) i êîìïëåêñíî ñïðßæåíó ñè-
ñòåìó äî (5.4), âðàõóâàâøè, ùî q = ±r∗ = ±u∗ i ðåçóëüòàòè ïðåäñòàâèìî ó
âèãëßäi òàáëèöi
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5.2. ÅÂÎËÞÖIß ÄÀÍÈÕ ÐÎÇÑIßÍÍß Ç ×ÀÑÎÌ
Ψx = U(k¯)Ψ Ψ
∗
x = [U(k)]
∗Ψ∗ Ψx = U(k)Ψ
Ψ1x = ik
∗Ψ1 ± iu∗Ψ2 Ψ∗2x = ik∗Ψ∗2 − iu∗Ψ∗1 Ψ∗1x = ikΨ1 ± iu∗Ψ2
Ψ2x = iuΨ1 − ik∗Ψ2 Ψ∗1x = ∓iuΨ∗2 − ik∗Ψ∗1 Ψ2x = iuΨ1 − ikΨ2
Ïîðiâíþþ÷è ñèñòåìè, çàïèñàíi â òàáëèöi, îòðèìó¹ìî ñïiââiäíîøåííß, ßêi
ïîâ'ßçóþòü ðîçâ'ßçêè âiäïîâiäíèõ çàäà÷ ïðè îäèíàêîâîìó çíà÷åííi k.
Íåõàé k = k∗, òîäi ìà¹ìî(
Ψ1
Ψ2
)
=
{(
Ψ∗2
∓Ψ∗1
)
àáî
(∓Ψ∗2
Ψ∗1
)}
(5.27)
Âiäïîâiäíî äî (5.27) âèðàçè (5.10) ìàòèìóòü âèãëßä
ϕ = a(k) ψ(x, k) + b(k) ψ(x, k)
ϕ = ±b∗(k) ψ(x, k) + a∗(k) ψ(x, k)
(5.28)
|a(k)|2 ± |b(k)|2 = 1. (5.29)
Ó âèïàäêó äiéñíèõ ïîòåíöiàëiâ, çíîâó ïðèõîäèìî äî ñïiââiäíîøåíü (5.27).
Ïðè÷îìó â öüîìó âèïàäêó ñïðàâåäëèâi ñïiââiäíîøåííß i ïðè U(−k), k - äiéñíå.
Ñïiââiäíîøåííß iíâîëþöi¨ â ïîäàëüøîìó áóäóòü âèêîðèñòàíi ïðè ðîçâ'ßçà-
ííi iíòåãðàëüíîãî ðiâíßííß ÃËÌ.
5.2. Åâîëþöiß äàíèõ ðîçñißííß ç ÷àñîì
Ïðè t > 0 â ïåðøå ðiâíßííß iç ïàðè Ëàêñà çàìiñòü ïî÷àòêîâî¨ óìîâè ïiä-
ñòàâëß¹ìî ôóíêöiþ çàëåæíó âiä ÷àñó u = u(x, t). Ó âiäïîâiäíié íåñòàöiîíàðíié
çàäà÷i âëàñíi çíà÷åííß çáåðiãàþòüñß (òîáòî íå çàëåæàòü âiä t), àëå çìiíþ-
þòüñß âëàñíi ôóíêöi¨.
Çàïèøåìî àñèìïòîòèêè âëàñíèõ ôóíêöié
ϕ→
(
0
e−ikx
)
, x→ −∞,
ϕ→
(
b(k, t)eikx
a(k, t)e−ikx
)
, x→ +∞.
Ìàòðèöß V ïðè âèçíà÷åíèõ ïîòåíöiàëàõ q(x) i r(x) ìàòèìå âèãëßä
V =
(
A∞ 0
0 −A∞
)
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Ïðîäèôåðåíöiþ¹ìî ïåðøå ðiâíßííß ïàðè Ëàêñà (2.13) ïî t:
ϕxt = Utϕ+ Uϕt.
Çàñòîñîâóþ÷è óìîâó ñóìiñíîñòi (2.12), îòðèìà¹ìî
ϕxt = (Vxϕ+ V ϕx)− UV ϕ+ Uϕt,
ϕxt − (V ϕ)x − Uϕt + UV ϕ = 0,
∂x (ϕt − V ϕ)− U (ϕt − V ϕ) = 0,
(∂x − U) (ϕt − V ϕ) = 0. (5.30)
Ïîçíà÷èâøè ϕt − V ϕ = ϕ˜, áà÷èìî, ùî ϕ˜ áóäå ðîçâ'ßçêîì.
Ç àñèìïòîòèêè ïðè x→ −∞, çíàéäåìî:
ϕ˜ = −
(
A∞ 0
0 −A∞
)(
0
e−ikx
)
= A∞ϕ,
Ùîá âèçíà÷èòè çàëåæíiñòü a = a(k, t) i b = b(k, t) âiä ÷àñó, ðîçãëßíåìî
äðóãó ñèñòåìó ðiâíßíü ìàòðè÷íî¨ ïàðè Ëàêñà, âðàõîâóþ÷è ϕ˜(
bte
ikx
ate
−ikx
)
−
(
A∞ 0
0 −A∞
)(
beikx
ae−ikx
)
= A∞
(
beikx
ae−ikx
)
Ïðèõîäèìî äî ñèñòåìè ëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíßíü
at = 0; bt = 2A∞b,
iíòåãðóþ÷è ßêi, îòðèìà¹ìî
a(k, t) = a(k), b(k, t) = b(k)e2A∞t. (5.31)
Çâiäñè êîåôiöi¹íò âiäáèòòß
r(k, t) =
b(k, t)
a(k, t)
= r(k, 0)e2A∞t. (5.32)
Àíàëîãi÷íî áóäó¹ìî âiäïîâiäíi ñïiââiäíîøåííß äëß ôóíêöi¨ ϕ(x, t):
ϕ˜ = −
(
A∞ 0
0 −A∞
)(
eikx
0
)
= −A∞ϕ;
(
ate
ikx
−bte−ikx
)
−
(
A∞ 0
0 −A∞
)(
aeikx
−be−ikx
)
= −A∞
(
aeikx
−be−ikx
)
;
at = 0; bt = −2A∞b,
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iíòåãðóþ÷è ßêi, îòðèìà¹ìî
a(k, t) = a(k), b(k, t) = b(k)e−2A∞t.
Àíàëîãi÷íî çíàõîäèòüñß åâîëþöiß äàíèõ ðîçñißííß ç ÷àñîì i äëß äèñêðåò-
íîãî ñïåêòðó. Íàâåäåìî ëèøå äåßêi êëþ÷îâi ôîðìóëè
ϕ˜ = 2iκ2nϕ,(
(bn)t e
iκnx
0
)
−
(
2iκ2n 0
0 −2iκ2n
)(
bne
iκnx
0
)
= 2iκ2n
(
bne
iκnx
0
)
,
bn(κn, t) = bne2A∞t. (5.33)
5.3. Ôîðìóëè âiäíîâëåííß ïîòåíöiàëiâ
Iç ôîðìóëè àíàëiòè÷íîñòi ôóíêöi¨ (5.22) òà îçíà÷åííß ôóíêöi¨ θ+(x, k)
ïðè Im k < 0, ïåðåéäåìî äî ãðàíèöi ïðè k →∞
∞∫
x
q(y)r(y)dy = 2i lim
k→∞
k
[
θ+1 (x, k)− 1
]
= 2i lim
k→∞
k
[
e−ikxψ1(x, k)− 1
]
,
r(x) = −2 lim
k→∞
kθ+2 (x, k) = −2 lim
k→∞
ke−ikxψ2(x, k).
(5.34)
Ïåðåòâîðåííß Ôóð'¹ äëß ôóíêöi¨ ψ(x, k) ìà¹ âèãëßä
ψ(x, k) =
(
1
0
)
eikx +
∞∫
x
K(x, y)eikydy, (5.35)
îòæå
ψ1(x, k) = e
ikx +
∞∫
x
K1(x, y)e
ikydy,
ψ2(x, k) =
∞∫
x
K2(x, y)e
ikydy,
(5.36)
Ïiäñòàâëßþ÷è (5.36) â (5.34) òà iíòåãðóþ÷è ÷àñòèíàìè, çíàéäåìî çâ'ßçîê
ìiæ ïîòåíöiàëàìè q(x) i r(x) òà ßäðîì iíòåãðàëüíîãî ðiâíßííß K(x, y):
∞∫
x
q(y)r(y)dy = 2i lim
k→∞
ke−ikx
∞∫
x
K1(x, y)e
ikydy = −2K1(x, x),
r(x) = −2 lim
k→∞
ke−ikx
∞∫
x
K2(x, y)e
ikydy = −2iK2(x, x).
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Â ðåçóëüòàòi ìà¹ìî ôîðìóëè äëß îá÷èñëåííß ïîòåíöiàëiâ
∞∫
x
q(y)r(y)dy = −2K1(x, x),
r(x) = −2iK2(x, x).
(5.37)
5.4. Îáåðíåíà çàäà÷à ðîçñißííß
Àíàëîãi÷íî (5.35) çàïèøåìî ïåðåòâîðåííß Ôóð'¹ äëß ôóíêöié Éîñòà ϕ(x, k):
ψ(x, k) =
(
0
1
)
e−ikx +
∞∫
x
K(x, y)e−ikydy, (5.38)
ψ(x, k) =
(
1
0
)
eikx +
∞∫
x
K(x, y)eikydy. (5.39)
äå K(x, y) i K(x, y) ∈ L2(−∞,+∞) ïî çìiííié y,
K(x, y) =
(
K1(x, y)
K2(x, y)
)
.
Çàïèøåìî ïåðøå ñïiââiäíîøåííß (5.10) ó âèãëßäi
ϕ(x, k)
a(k)
eiky −
(
0
1
)
e−ik(x−y) = eiky
[
ψ(x, k) + r(k)ψ(x, k)−
(
0
1
)
e−ikx
]
,
äå r(k) - êîåôiöi¹íò âiäáèòòß i ïðîiíòåãðó¹ìî ïî k:
+∞∫
−∞
[
ϕ(x, k)
a(k)
eiky −
(
0
1
)
e−ik(x−y)
]
dk =
+∞∫
−∞
eiky
[
ψ(x, k) + r(k)ψ(x, k)−
(
0
1
)
e−ikx
]
dk.
(5.40)
Ó ëiâié ÷àñòèíi ïiäiíòåãðàëüíà ôóíêöiß àíàëiòè÷íà ó âåðõíié ïiâïëîùèíi
çà âèêëþ÷åííßì N ïðîñòèõ ïîëþñiâ k = κn i ïðè |k| → ∞ ïðßìó¹ äî íóëß.
Çàñòîñîâóþ÷è òåîðiþ ëèøêiâ äî ëiâî¨ ÷àñòèíè ðiâíîñòi (5.40) îòðèìà¹ìî:
+∞∫
−∞
[
ϕ(x, k)
a(k)
eiky −
(
0
1
)
e−ik(x−y)
]
dk =
= 2pii
N∑
n=1
ϕ(x,κn)
a′(κn)
eiκny = 2pii
N∑
n=1
bnψ(x,κn)
a′(κn)
eiκny =
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= 2pii
N∑
n=1
bn
a′(κn)
eiκny
(1
0
)
eiκnx +
∞∫
x
K(x, z)eiκnzdz
 .
Ïåðåïèøåìî ïðàâó ÷àñòèíó iíòåãðàëà (5.40), âðàõîâóþ÷è (5.38)-(5.39):
+∞∫
−∞
dkeiky
 ∞∫
x
K(x, z)e−ikzdz + r(k)
(
1
0
)
eikx + r(k)
∞∫
x
K(x, z)eikzdz
 .
Ïiäñòàâëßþ÷è îòðèìàíi ðåçóëüòàòè â (5.40), ìà¹ìî
−2pi
(
1
0
) N∑
n=1
bn
ia′(κn)
eiκn(y+x) − 2pi
∞∫
x
K(x, z)
N∑
n=1
bne
iκn(y+z)
ia′(κn)
dz =
=
∞∫
x
dzK¯(x, z)
+∞∫
−∞
dkeik(y−z) +
(
1
0
) +∞∫
−∞
r(k)eik(x+y)dk+
+
∞∫
x
K(x, z)dz
+∞∫
−∞
r(k)eik(z+y)dk = 2piK(x, y) +
(
1
0
) +∞∫
−∞
r(k)eik(x+y)dk+
+
∞∫
x
K(x, z)dz
+∞∫
−∞
r(k)eik(z+y)dk.
Ââåäåìî ïîçíà÷åííß
F (ξ) ≡
N∑
n=1
bne
iκnξ
ia′(κn)
+
1
2pi
+∞∫
−∞
r(k)eikξdk. (5.41)
Â ðåçóëüòàòi ðiâíßííß (5.40), íàáóâà¹ âèãëßäó
K(x, y) +
(
1
0
)
F (x+ y) +
∞∫
x
K(x, z)F (z + y)dz = 0. (5.42)
Âèêîíóþ÷è àíàëîãi÷íi ïåðåòâîðåííß íàä àíàëiòè÷íèì ïðîäîâæåííßì íà
íèæíþ ïiâïëîùèíó, îòðèìà¹ìî:
K(x, y)−
(
0
1
)
F (x+ y)−
∞∫
x
K(x, z)F (z + y)dz = 0. (5.43)
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ÃËÀÂÀ 6
ÌÅÒÎÄ ÎÁÅÐÍÅÍÎ ÇÀÄÀ×I
ÐÎÇÑIßÍÍß I ÍÐØ
Äðóãèì ðiâíßííßì, ïiñëß ðiâíßííß ÊäÔ, ßêå âäàëîñß ïðîiíòåãðóâàòè ÌÎ-
ÇÐ ¹ íåëiíiéíå ðiâíßííß Øðåäiíãåðà (ÍÐØ).
Îòðèìàíà ïàðà Ëàêñà (2.28)-(2.29) äëß ÍÐØ âñòàíîâëþ¹ çâ'ßçîê ìiæ íåëi-
íiéíèì ðiâíßííßì i ñèñòåìîþ ëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíßíü, ùî äîçâîëß¹
ðîçâ'ßçàòè çàäà÷ó ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè.
6.1. Ðîçâ'ßçàííß çàäà÷i Êîøi äëß ÍÐØ
Ïîñòàíîâêà çàäà÷i. Äëß ÍÐØ çàäà÷à Êîøi ìà¹ âèãëßä
iut + uxx + 2|u|2u = 0,
u(x, t)|t=0 = u(x),
(6.1)
äå u(x, t) - ãëàäêà ôóíêöiß, ßêà øâèäêî ñïàäà¹ ðàçîì çi ñâî¨ìè ïîõiäíèìè ïî
x ïðè |x| → ∞ i çàäîâîëüíß¹ òèì ñàìèì óìîâàì (5.5), ùî i ïîòåíöiàëè.
Ïðåäñòàâèìî ÍÐØ ó âèãëßäi óìîâè ñóìiñòíîñòi äâîõ ëiíiéíèõ ðiâíßíü:
Ψx = UΨ, äå U =
(
ik iu∗
iu −ik
)
(∗)
Ψt = VΨ, äå V =
(
2ik2 − i|u|2 2iku∗ + u∗x
2iku− ux −2ik2 + i|u|2
)
(∗∗)
Ïåðøèé åòàï  ïðßìà çàäà÷à ðîçñißííß
Ðîçãëßíåìî ëiíiéíó çàäà÷ó íà âëàñíi çíà÷åííß (∗) â ìîìåíò t = 0:{
Ψ1x = ikΨ1 + iu
∗(x)Ψ2,
Ψ2x = iu(x)Ψ1 − ikΨ2.
(6.2)
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Âëàñíi õâèëüîâi ôóíêöi¨, ßêi âiäïîâiäàþòü íåïåðåðâíîìó ñïåêòðó (äiéñ-
íîìó k) âèçíà÷àþòüñß ãðàíè÷íèìè óìîâàìè íà |x| → ∞, òîáòî ôóíêöißìè
Éîñòà (5.8)-(5.9). Â ðåçóëüòàòi âçà¹ìîäi¨ ïàäàþ÷î¨ õâèëi ç ïîòåíöiàëîì u(x)
iñíó¹ õâèëß, ßêà ïðîéøëà i âiäáèòà õâèëß  âîíè çàäàþòüñß àñèìïòîòè÷íîþ
ïîâåäiíêîþ:
Ψ(x, k)→
(
0
t(k) e−ikx
)
ïðè x→ −∞, (6.3)
Ψ(x, k)→
(
r(k) eikx
e−ikx
)
ïðè x→ +∞. (6.4)
Àñèìïòîòèêè (6.3)-(6.4) îïèñóþòü ïðîöåñ ðîçñißííß íà ïîòåíöiàëi u(x)
õâèëi, ßêà ïàäà¹ çïðàâà: (6.3) âiäïîâiäà¹ õâèëi, ßêà ïðîéøëà, (6.4) - ñóïåð-
ïîçèöi¨ ïàäàþ÷î¨ òà âiäáèòî¨ õâèëü. Êîåôiöi¹íòè r(k) i t(k)  êîåôiöi¹íòè
âiäáèòòß òà ïðîõîäæåííß âiäïîâiäíî.
Äîïîâíþ¹ âiäîìîñòi ïðî ðîçñißííß äèñêðåòíèé ñïåêòð.Äèñêðåòíîìó ñïåê -
òðó âiäïîâiäàþòü êîìïëåêñíi çíà÷åííß k. Òî÷êè äèñêðåòíîãî ñïåêòðó ó âåðõ-
íié ïiâïëîùèíi k ñïiâïàäàþòü ç ìíîæèíîþ íóëiâ ôóíêöi¨ a(k) = 1t(k) , à ó íèæ-
íié ïiâïëîùèíi k  ç íóëßìè ôóíêöi¨ a¯(k) = 1t¯(k) . Òî÷êè äèñêðåòíîãî ñïåêòðó
ïîçíà÷àòèìåìî k = κn = αn + iγn, n = 1, . . . , N .
Âëàñíi ôóíêöi¨ äèñêðåòíîãî ñïåêòðó âèçíà÷åíi ç òî÷íiñòþ äî ñòàëîãî ìíîæ-
íèêà:
Ψ(x,κn)→
(
bn e
iκnx
0
)
ïðè a(κn) = 0, Im k > 0. (6.5)
Ïðßìà çàäà÷à ðîçñißííß çâîäèòüñß äî âèçíà÷åííß ïàðàìåòðiâ ðîçñißííß
íà ïîòåíöiàëi u(x) çà âiäîìèì ñïåêòðîì k, ùî äîçâîëß¹ îäíîçíà÷íî âiäíî-
âèòè ïîòåíöiàë u(x). Ïðîöåäóðà âiäíîâëåííß u(x) ñêëàäà¹ îáåðíåíó çàäà÷ó
ðîçñißííß.
Ñóêóïíiñòü âåëè÷èí
S = {r(k), κn, bn; n = 1, . . . , N}
óòâîðþþòü ñòàöiîíàðíi äàíi ðîçñißííß, ßêùî õâèëß ïàäà¹ çïðàâà i ïîâíiñòþ
õàðàêòåðèçóþòü çàäà÷ó íà âëàñíi çíà÷åííß òà âëàñíi ôóíêöi¨.
Äðóãèé åòàï  çàëåæíiñòü äàíèõ ðîçñißííß âiä ÷àñó
ßêùî ïðè t = 0 ôóíêöiß Ψ(x, k) ¹ ðîçâ'ßçêîì çàäà÷i (∗∗), òî äëß òîãî
ñàìîãî k ðîçâ'ßçîê (∗∗) çàäîâîëüíß¹ ëiíiéíó çàäà÷ó (∗) ïðè áóäü-ßêîìó t.
Ïðè÷îìó ïîëîæåííß íóëiâ íå çàëåæèòü âiä ÷àñó.
Ðîçãëßíåìî ëiíiéíó çàäà÷ó (∗∗) ïðè |x| → ∞:{
Ψ1t = 2ik
2Ψ1,
Ψ2t = −2ik2Ψ2,
(6.6)
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çâiäñè, A∞ = 2ik2 (äèâ.ï.5.2).
Âiäïîâiäíî äî (5.31) êîåôiöi¹íòè ðîçñißííß ìàþòü òàêó çàëåæíiñòü âiä
÷àñó:
a(k, t) = a(k), b(k, t) = b(k)e4ik
2t, (6.7)
çâiäêè êîåôiöi¹íò âiäáèòòß çàäà¹òüñß ôóíêöi¹þ
r(k, t) = r(k)e4ik
2t. (6.8)
Ìíîæíèê äëß âëàñíî¨ ôóíêöi¨ äèñêðåòíîãî ñïåêòðó áóäå çìiíþâàòèñß òàêèì
÷èíîì
bn(κn, t) = bne4iκ
2
nt. (6.9)
Â ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî íåñòàöiîíàðíi äàíi ðîçñißííß
S(t) =
{
r(k)e4ik
2t, κn, bne4iκ
2
nt; n = 1, . . . , N
}
,
ßêi õàðàêòåðèçóþòü çàëåæíiñòü âiä ÷àñó äàíèõ ðîçñißííß.
Òðåòié åòàï  îáåðíåíà çàäà÷à ðîçñißííß
Âèêîðèñòîâóþ÷è íåñòàöiîíàðíi äàíi ðîçñißííß S(t) ââåäåìî ôóíêöiþ
F (z; t) ≡
N∑
n=1
bne
iκnz+4iκ2nt
ia′(κn)
+
1
2pi
+∞∫
−∞
r(k)eikz+4ik
2tdk, (6.10)
ßêà ïàðàìåòðè÷íî çàëåæèòü âiä ÷àñó.
Ìíîæèíè ïàðàìåòðiâ ðîçñißííß S(t) äîñòàòíüî äëß âiäíîâëåííß ïîòåíöià-
ëó u(x, t). Öå âèïëèâà¹ ç ïðåäñòàâëåííß ôóíêöi¨ Ψ(x, k) ó âèãëßäi
Ψ(x, k) =
∞∫
−∞
K(x, y)Ψ(y, k)dy,
äå K(x, y)  äiéñíå ßäðî iíòåãðàëüíîãî ðiâíßííß.
Ïiäñòàâëßþ÷è ôóíêöiþ F (z; t) â ðiâíßííß ÃËÌ (5.42) òà ðîçâ'ßçóþ÷è éîãî
âiäíîñíî ßäðà K(x, y) ìîæíà âiäíîâèòè ïîòåíöiàë u(x, t), ßêèé ïîâ'ßçàíèé ç
ßäðîì ôîðìóëîþ
u(x; t) = −2iK2(x, x; t).
Iç ñïiââiäíîøåííß ñèìåòði¨ (5.27) äëß âèïàäêó çi çíàêîì ′′+′′ ìà¹ìî
K(x, y; t) =
(
K1(x, y; t)
K2(x, y; t)
)
=
(−K∗2(x, y; t)
K∗1(x, y; t)
)
.
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Ðîçïèøåìî ðiâíßííß ÃËÌ (5.42) ïî êîìïîíåíòàì, âðàõîâóþ÷è ñïiââiäíî-
øåííß ñèìåòði¨:
−K∗2(x, y; t) + F (x+ y; t) +
∞∫
x
K1(x, z; t)F (z + y; t)dz = 0,
K∗1(x, y; t) +
∞∫
x
K2(x, z; t)F (z + y; t)dz = 0.
Áåðó÷è êîìïëåêñíå ñïðßæåííß âiäíîñíî ïåðøîãî ðiâíßííß òà ïiäñòàâëß-
þ÷è ó íüîãî äðóãå, ìàòèìåìî òàêå iíòåãðàëüíå ðiâíßííß ÃËÌ:
K2(x, y; t)+
∞∫
x
∞∫
x
K2(x, z
′; t)F (z′+z; t)F ∗(z+y; t)dz′dz = F ∗(x+y; t). (6.11)
6.2. N-ñîëiòîííi ðîçâ'ßçêè ÍÐØ
Çíàéäåìî ßâíi ñîëiòîííi ðîçâ'ßçêè ÍÐØ. Ïîáóäîâà ðîçâ'ßçêiâ â ßâíié ôîð-
ìi ìîæëèâà, ßêùî âäà¹òüñß ðîçâ'ßçàòè ðiâíßííß ÃËÌ (6.11), à öå ó ñâîþ ÷åðãó
ìîæëèâî ó âèïàäêó áåçâiäáèòêîâîãî ïîòåíöiàëó, òîáòî êîëè â äàíèõ ðîçñißííß
S(t) êîåôiöi¹íò âiäáèòòß r(k, t) äîðiâíþ¹ íóëþ.
Ïîçíà÷èìî βn(t) =
bn(t)
ia′(κn) . Âiäïîâiäíî, ôóíêöiß F (z; t) (6.10) íàáóâà¹ âèãëß-
äó:
F (x+ y; t) =
N∑
n=1
bne
iκn(x+y)+4iκ2nt
ia′(κn)
=
N∑
n=1
βn(t)e
iκn(x+y). (6.12)
Ïiäñòàâèìî (6.12) ó ðiâíßííß (6.11)
K2(x, y; t)−
N∑
n=1
β∗n(t)e
−iκ∗n(x+y)+
+
∞∫
x
∞∫
x
K2(x, z
′; t)
N∑
m=1
βm(t)e
iκm(z′+z)
N∑
n=1
β∗n(t)e
−iκ∗n(z+y)dz′dz = 0.
ßäðî iíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåííß áóäåìî øóêàòè ó âèãëßäi
K2(x, y; t) =
N∑
n=1
κ
(n)
2 (x; t)e
−iκ∗ny, (6.13)
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Òîäi
N∑
n=1
κ
(n)
2 (x; t)e
−iκ∗ny −
N∑
n=1
β∗n(t)e
−iκ∗n(x+y)+
+
∞∫
x
∞∫
x
N∑
l,n,m=1
κ
(l)
2 (x; t)e
−iκ∗l z′ βm(t)eiκm(z
′+z) β∗n(t)e
−iκ∗n(z+y)dz′dz = 0.
N∑
n=1
e−iκ
∗
ny
{
κ
(n)
2 (x; t)− β∗n(t)e−iκ
∗
nx+
+
∞∫
x
∞∫
x
N∑
l,m=1
κ
(l)
2 (x; t)e
−iκ∗l z′ βm(t)eiκm(z
′+z) β∗n(t)e
−iκ∗nzdz′dz
 = 0.
Iíòåãðàëè îá÷èñëþþòüñß ßâíî i â ðåçóëüòàòi îòðèìó¹ìî
N∑
n=1
e−iκ
∗
ny
{
κ
(n)
2 (x; t)− β∗n(t)e−iκ
∗
nx+
+
N∑
m,l=1
κ
(l)
2 (x; t)
β∗n(t) e
i(κm−κ∗n)x
i (κm − κ∗n)
βm(t)e
i(κm−κ∗l )x
i (κm − κ∗l )
 = 0.
κ
(n)
2 (x; t)− β∗n(t)e−iκ
∗
nx +
N∑
m,l=1
κ
(l)
2 (x; t)
β∗n(t) e
i(κm−κ∗n)x
i (κm − κ∗n)
βm(t)e
i(κm−κ∗l )x
i (κm − κ∗l )
= 0.
Ââåäåìî ìàòðèöþ A(x, t), êîåôiöi¹íòè ßêî¨ îá÷èñëþþòüñß ç ôîðìóëàìè
aml =
βm(t)e
i(κm−κ∗l )x
i (κm − κ∗l )
,
çà ðàõóíîê ÷îãî îñòàííß ðiâíiñòü íàáóâà¹ âèãëßäó
κ
(n)
2 (x; t)− β∗n(t)e−iκ
∗
nx +
N∑
m,l=1
κ
(l)
2 (x; t)aml a
∗
nm = 0.
Ðîçãîðíåìî îòðèìàíèé âèðàç
κ
(1)
2 (x; t) + κ
(1)
2 (x; t)am1 a
∗
1m + . . .+ κ
(N)
2 (x; t)amN a
∗
1m = β
∗
1(t)e
−iκ∗1x,
κ
(2)
2 (x; t) + κ
(1)
2 (x; t)am1 a
∗
2m + . . .+ κ
(N)
2 (x; t)amN a
∗
2m = β
∗
2(t)e
−iκ∗2x,
. . .
κ
(N)
2 (x; t) + κ
(1)
2 (x; t)am1 a
∗
Nm + . . .+ κ
(N)
2 (x; t)amN a
∗
Nm = β
∗
N(t)e
−iκ∗Nx,
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çâiäêè
[E + AA∗]κ2(x; t) = β∗e−iκ
∗x,
äå κ2(x; t) =
κ
(1)
2 (x; t)
...
κ
(N)
2 (x; t)
, β∗e−iκ∗1x =
 β∗1e−iκ∗1x...
β∗Ne
−iκ∗Nx
 .
Âiäïîâiäíî îòðèìó¹ìî ôîðìóëó äëß îá÷èñëåííß κ2(x; t):
κ2(x; t) = (E + A
∗A)−1 β∗(t)e−iκ
∗x =
(E + AA∗)ònm
det (E + AA∗)
β∗(t)e−iκ
∗x, (6.14)
äå (E + AA∗)ònm  òðàíñïîíîâàíà ìàòðèöß, åëåìåíòàìè ßêî¨ ¹ àëãåáðà¨÷íi äî-
ïîâíåííß.
Âðàõîâóþ÷è (6.14) â ôîðìóëi (6.13), çíàéäåìî K2(x, x; t) :
K2(x, x; t) =
N∑
n,m=1
(E + AA∗)ònm
det (E + AA∗)
β∗m(t) e
i(κ∗m−κ∗n)x =
∂
∂x
ln det (E + AA∗) ,
(6.15)
i, çãiäíî ôîðìóëè (5.37) âiäíîâëþ¹ìî ïîòåíöiàë
u(x; t) = −2i ∂
∂x
ln det (E + AA∗) , (6.16)
äå àáñîëþòíå çíà÷åííß ïîòåíöiàëó îá÷èñëþ¹òüñß çà ôîðìóëîþ
|u(x; t)|2 = 2 ∂
2
∂x2
ln det (E + AA∗) .
6.2.1. Îäíîñîëiòîííèé ðîçâ'ßçîê
Îäíîñîëiòîííèé ðîçâ'ßçîê âiäïîâiäà¹ âèïàäêó, êîëè ïîòåíöiàë u(x) ìà¹ îä-
íó òî÷êó äèñêðåòíîãî ñïåêòðó κ = α+iγ, γ > 0. Â öüîìó âèïàäêó ñïðàâåäëèâi
ñïiââiäíîøåííß:
A = a11 =
β(t)ei(κ−κ
∗)x
κ − κ∗ , A
∗ = a∗11 =
β∗(t)ei(κ−κ
∗)x
κ∗ − κ ,
A∗A = −|β(t)|
2e2ix(κ−κ
∗)
(κ − κ∗)2 , A
∗A =
|β(t)|2e−4γx
4γ2
=
|β(0)|2e−4γ(x+4αt)
4γ2
,
1 + A∗A = 1 +
|β(0)|2e−4γ(x+4αt)
4γ2
, 1 + A∗A = 2e−2γ(x+4αt−∆)ch2γ(x+ 4αt−∆),
Ïiäñòàâëßþ÷è öi äàíi â ôîðìóëó (6.16) çíàõîäèìî îäíîñîëiòîííèé ðîçâ'ßçîê
ÍÐØ:
u(x, t) = −2γ e
−2i[αx+2t(α2−γ2)]
ch2γ(x+ 4αt−∆) , (6.17)
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òàê çâàíèé ãðóïîâèé ñîëiòîí àáî ñîëiòîí îãèíàþ÷î¨.
Ðèñ. 6.1. Ãðóïîâèé ñîëiòîí ÍÐØ.
Ïàðàìåòðè ðîçâ'ßçêó (6.17) ìà-
þòü òàêèé çìiñò: α âèçíà÷à¹ øâèä-
êiñòü ñîëiòîíà v = 2α; γ - àìïëiòóäó
i øèðèíó ñîëiòîíà; ∆ - ïî÷àòêîâó ôà-
çó.
6.2.2. Äâîñîëiòîííèé ðîçâ'ßçîê
Pîçâ'ßçîê ïðè N = 2 âiäïîâiäà¹ âèïàäêó, êîëè ïîòåíöiàë u(x) ìà¹ òî÷êè
äèñêðåòíîãî ñïåêòðó κ1 = α1 + iγ1 i κ2 = α2 + iγ2. Êîåôiöi¹íòè ìàòðèöü
A(x, t) i A∗(x, t) âèçíà÷àþòüñß ç ôîðìóë:
amn =
βm(t)e
i(κm−κ∗n)x
i(κm − κ∗n)
, a∗mn =
β∗m(t)e
i(κm−κ∗n)x
i(κm − κ∗n)
,
Çíàéäåìî âèçíà÷íèê det (E + AA∗):
det (E + AA∗) = (1 + a11a∗11 + a12a
∗
21) (1 + a21a
∗
12 + a22a
∗
22)−
− (a11a∗12 + a12a∗22) (a21a∗11 + a22a∗21) =
= 1− exp (2i(κ1 − κ∗1)x+ φ11)− exp (2i(κ1 − κ∗2)x+ φ12)−
− exp (2i(κ2 − κ∗1)x+ φ21)− exp (2i(κ2 − κ∗2)x+ φ22)+
+
(κ1 − κ2)2(κ∗1 − κ∗2)2
(κ1 − κ∗2)2(κ2 − κ∗1)2
exp (2i(κ2 + κ1 − κ∗1 − κ∗2)x+ φ11 + φ21),
äå ââåäåíî ïîçíà÷åííß
φ11 = ln
β1β
∗
1
(κ1−κ∗1)2 , φ22 = ln
β2β
∗
2
(κ2−κ∗2)2 ,
φ12 = ln
β1β
∗
2
(κ1−κ∗2)2 , φ21 = ln
β2β
∗
1
(κ2−κ∗1)2 .
ν0 = (κ1 + κ2 − κ∗1 − κ∗2) ,
ν1 = (κ1 − κ2 − κ∗1 + κ∗2) ,
ν2 = (κ1 − κ2 + κ∗1 − κ∗2)
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Ïåðåòâîðåìî ïîïåðåäíié âèðàç
det (E + AA∗) = exp (iν0x)× {− exp (iν1x+ φ11)− exp (−iν1x+ φ22)−
− exp (iν2x+ φ12)− exp (−iν2x+ φ21)+
+
(κ1 − κ2)2(κ∗1 − κ∗2)2
(κ1 − κ∗2)2(κ2 − κ∗1)2
exp (iν0x+ φ11 + φ22)
}
.
Ïiäñòàâëßþ÷è â (6.16), ìà¹ìî
u(x; t) = −2i ∂
∂x
ln [exp (iν0x)× {− exp (iν1x+ φ11)− exp (−iν1x+ φ22)−
− exp (iν2x+ φ12)− exp (−iν2x+ φ21)+
+
(κ1 − κ2)2(κ∗1 − κ∗2)2
(κ1 − κ∗2)2(κ2 − κ∗1)2
exp (iν0x+ φ11 + φ22)
}]
. (6.18)
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ÃËÀÂÀ 7
ÌÅÒÎÄ ÎÁÅÐÍÅÍÎ ÇÀÄÀ×I
ÐÎÇÑIßÍÍß I ÐIÂÍßÍÍß
ÑÈÍÓÑ-ÃÎÐÄÎÍÀ
7.1. Ðîçâ'ßçàííß çàäà÷i Êîøi äëß ðiâíßííß
sin-Ãîðäîíà
Áóäåìî äîòðèìóâàòèñß çàãàëüíî¨ ñõåìè ðîçâ'ßçàííß çàäà÷i Êîøi äëß íåëiíié-
íèõ ðiâíßíü, ùî äîïóñêàþòü çàñòîñóâàííß ÌÎÇÐ.
Ïîñòàíîâêà çàäà÷i
Äëß ðiâíßííß sin-Ãîðäîíà çàäà÷à Êîøi ìà¹ âèãëßä
uxt = sinu,
u(x, t = 0) = u(x),
(7.1)
äå ôóíêöiß u = u(x, t), çàäîâîëüíß¹ ãðàíè÷íó óìîâó
u→ ±pin, n ∈ R (−∞ < x <∞).
Ìàòðè÷íà ôîðìà ïàðè Ëàêñà (äèâ. ãëàâà 2), çàäà¹òüñß ìàòðèößìè (2.31)-
(2.32). Ïåðåïèøåìî ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíßíü (2.13), çàìiíèâøè (λ→ k){
Ψ1x = ikΨ1 +
iux
2 Ψ2
Ψ2x =
iux
2 Ψ1 − ikΨ2
(7.2)
{
Ψ1t =
1
4ik cosuΨ1 − 14k sinuΨ2
Ψ2t =
1
4k sinuΨ1 − 14ik cosuΨ2
(7.3)
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Ïåðøèé åòàï  ïðßìà çàäà÷à ðîçñißííß
Ïåðøà ëiíiéíà çàäà÷à íà âëàñíi çíà÷åííß â ìîìåíò t = 0 ñïiâïàäà¹ iç
ñïåêòðàëüíîþ çàäà÷îþ ÍÐØ. Íàâåäåìî îñíîâíi ðåçóëüòàòè (äèâ.ãëàâó 6).
Âëàñíi õâèëüîâi ôóíêöi¨, ßêi âiäïîâiäàþòü íåïåðåðâíîìó ñïåêòðó ïðè âçà-
¹ìîäi¨ ç ïîòåíöiàëîì çàäàþòüñß òàêîþ àñèìïòîòè÷íîþ ïîâåäiíêîþ (õâèëß ïà-
äà¹ çïðàâà)
Ψ(x, k)→
(
0
t(k) e−ikx
)
ïðè x→ −∞,
Ψ(x, k)→
(
r(k) eikx
e−ikx
)
ïðè x→ +∞,
äå r(k) i t(k)  êîåôiöi¹íòè âiäáèòòß i ïðîõîäæåííß âiäïîâiäíî.
Òî÷êè äèñêðåòíîãî ñïåêòðó ñïiâïàäàþòü ç ìíîæèíîþ íóëiâ ôóíêöi¨
a(k) =
1
t(k)
, ßêi íàëåæàòü âåðõíié ïiâïëîùèíi k.
Âëàñíi ôóíêöi¨ äèñêðåòíîãî ñïåêòðó âèçíà÷åíi ç òî÷íiñòþ äî ñòàëîãî ìíîæ-
íèêà:
Ψ(x,κn)→
(
bn e
iκnx
0
)
ïðè a(κn) = 0, Im k > 0.
Ïðßìà çàäà÷à ðîçñißííß çâîäèòüñß äî âèçíà÷åííß ïàðàìåòðiâ ðîçñißííß
íà ïîòåíöiàëi u(x) çà âiäîìèì ñïåêòðîì k, ùî äîçâîëß¹ îäíîçíà÷íî âiäíîâèòè
ïîòåíöiàë u(x).
Ñóêóïíiñòü âåëè÷èí
S = {r(k), κn, bn; n = 1, . . . , N}
óòâîðþþòü ñòàöiîíàðíi äàíi ðîçñißííß, ßêùî õâèëß ïàäà¹ çïðàâà i ïîâíiñòþ
õàðàêòåðèçóþòü çàäà÷ó íà âëàñíi çíà÷åííß òà âëàñíi ôóíêöi¨.
Äðóãèé åòàï  çàëåæíiñòü äàíèõ ðîçñißííß âiä ÷àñó
Ç äðóãî¨ ñèñòåìè ðiâíßíü (7.3) ïðè |x| → ∞, ìà¹ìî{
Ψ1t =
1
4ik cosuΨ1
Ψ2t = − 14ik cosuΨ2
òîáòî ìàòðèöß V íàáóâà¹ âèãëßäó:
V =
1
4ik
(
1 0
0 −1
)
,
çâiäêè, çãiäíî ï.5.2: A∞ =
1
4ik
.
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Iç ôîðìóëè (5.31) çíàõîäèìî çàëåæíiñòü êîåôiöi¹íòiâ âiä ÷àñó:
a(k, t) = a(k), b(k, t) = b(k)e
t
2ik = b(k)e
−it
2k . (7.4)
Çâiäñè îòðèìó¹ìî êîåôiöi¹íò âiäáèòòß â çàëåæíîñòi âiä ÷àñó
r(k, t) =
b(k, t)
a(k, t)
= r(k, 0)e−
it
2k . (7.5)
Íîðìóþ÷èé ìíîæíèê äèñêðåòíîãî ñïåêòðó bn = bn(κ, t) çàëåæèòèìå âiä ÷àñó
íàñòóïíèì ÷èíîì:
bn(κn, t) = bn(0)e
t
2iκn = bn(0)e
−it
2κn . (7.6)
Â ðåçóëüòàòi îòðèìó¹ìî cóêóïíiñòü âåëè÷èí
S =
{
r(k, 0)e−
it
2k , bn(0)e
− it2κn ,κn; n = 1, . . . , N
}
,
òîáòî íåñòàöiîíàðíi äàíi ðîçñißííß .
Òðåòié åòàï  îáåðíåíà çàäà÷à ðîçñißííß
Ñèñòåìà ðiâíßíü Ãåëüôàíäà-Ëåâiòàíà-Ìàð÷åíêî äëß âiäíîâëåííß ïîòåí-
öiàëó ïî äàíèì ðîçñißííß ìà¹ âèãëßä:
K(x, y; t) +
(
1
0
)
F (x+ y; t) +
+∞∫
x
K(x, z; t)F (z + y; t)dz = 0,
K(x, y; t) =
(
K1(x, y; t)
K2(x, y; t)
)
=
(
K2(x, y; t)
K1(x, y; t)
)
(7.7)
àáî ó ðîçãîðíóòîìó âèãëßäi
K1(x, y; t) +
+∞∫
x
K2(x, z; t)F (z + y; t)dz = 0,
K2(x, y; t) + F (x+ y; t) +
+∞∫
x
K1(x, z; t)F (z + y; t)dz = 0.
(7.8)
Ôóíêöiß F (x+ y; t) çàïèñó¹òüñß ó âèãëßäi
F (x+ y; t) =
N∑
n=1
bn(t)
ia′(κn)
eiκn(x+y) +
1
2pi
+∞∫
−∞
r(k, t)eik(x+y)dk.
Ðîçâ'ßçóþ÷è ñèñòåìó (7.8) âiäíîñíî K1(x, y; t) i K2(x, y; t), çíàéäåìî ïî-
òåíöiàë ðiâíßííß ñèíóñ-Ãîðäîíà çà ôîðìóëîþ ïåðåòâîðåííß
ux(x; t) = −4iK2(x, x; t). (7.9)
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7.2. N-ñîëiòîííi ðîçâ'ßçêè ðiâíßííß
sin-Ãîðäîíà
ßê i äëß ðiâíßííß ÊäÔ, N -ñîëiòîííi ðîçâ'ßçêè ðiâíßííß sin-Ãîðäîíà iñíó-
þòü ëèøå äëß áåçâiäáèòêîâîãî ïîòåíöiàëó, òîáòî b(k, t) ≡ 0 àáî r(k, t) ≡ 0
â ßäði ðiâíßííß ÃËÌ. Ó öüîìó âèïàäêó ñèñòåìà (7.8) çâîäèòüñß äî ëiíiéíî¨
ñèñòåìè àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíßíü.
Ôóíêöiß F (x+ y; t) ó öüîìó âèïàäêó ìà¹ âèãëßä:
F (x+ y; t) =
N∑
n=1
bn(t)
ia′(κn)
eiκn(x+y) =
N∑
n=1
βn(t)e
iκn(x+y). (7.10)
Çàïèøåìî iíòåãðàëüíå ðiâíßííß äëß K2, ïiäñòàâèâøè ïåðøå ðiâíßííß ñè-
ñòåìè (7.8) â äðóãå:
K2(x, y; t)+F (x+y; t)−
+∞∫
x
+∞∫
x
K2(x, z
′; t)F (z′+z; t)F (z+y; t)dz′dz = 0. (7.11)
Áóäåìî øóêàòè ðîçâ'ßçîê ðiâíßííß (7.11) ó âèãëßäi ñêií÷åííî¨ ñóìè, ïîäiá-
íî¨ äî (7.10):
K2(x, y; t) =
N∑
n=1
κn(x; t)e
iκny. (7.12)
Ïiäñòàâèìî âèðàç (7.12) ó ðiâíßííß (7.11):
N∑
n=1
eiκny
{
κn(x; t) + βn(t)e
iκnx −
−
+∞∫
x
+∞∫
x
N∑
m,l=1
κm(x; t)βl(t)e
i(κl+κm)z′βn(t)e
i(κn+κl)zdz′dz
}
= 0.
Îá÷èñëþþ÷è iíòåãðàëè, îòðèìà¹ìî
N∑
n=1
eiκny
κn(x; t) + βn(t)eiκnx −
N∑
m,l=1
κm(x; t)
βl(t)e
i(κl+κm)x
i(κl + κm)
βn(t)e
i(κn+κl)x
i(κn + κl)
 = 0.
Çâiäêè
κn(x; t) + βn(t)e
iκnx −
N∑
m,l=1
κm(x; t)
βl(t)e
i(κl+κm)x
i(κl + κm)
βn(t)e
i(κn+κl)x
i(κn + κl)
= 0. (7.13)
Ââåäåìî ìàòðèöþ
A(x, t) = {amn(x, t)} , äå m, n = 1, 2, . . . , N,
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êîåôiöi¹íòè ßêî¨ ìîæíà ïðåäñòàâèòè ßê
amn(x, t) =
βl(t)e
i(κm+κn)x
i(κm + κn)
. (7.14)
Òîäi ñïiââiäíîøåííß (7.13), ç óðàõóâàííßì (7.14), ìîæíà çàïèñàòè íàñòóïíèì
÷èíîì
κn(x; t)−
N∑
m,l=1
κm(x; t) aml aln = −βn(t)eiκnx. (7.15)
Cèñòåìó (7.15) çðó÷íî ïåðåïèñàòè ó âèãëßäi(
E − A2)κ(x, t) = βeiκx, (7.16)
äå κ(x, t) =
κ1(x, t)...
κN(x, t)
; βeiκx =
 β1eiκ1x...
βNe
iκNx
 .
Âèêîíóþ÷è î÷åâèäíi ïåðåòâîðåííß â (7.16), ïðèõîäèìî äî ñèñòåìè
(E − A)κ(x, t) = − (E + A)−1 βeiκx,
(E + A)κ(x, t) = − (E − A)−1 βeiκx.
Çâiäñè
κ(x, t) = −12
{
(E + A)−1 + (E − A)−1
}
βeiκx.
Îñêiëüêè äëß îáåðíåíèõ êâàäðàòíèõ ìàòðèöü ñïðàâåäëèâà òîòîæíiñòü
(E ± A)−1 ≡ (aij)−1 ≡
[
(E ± A)ji
det (E ± aij)
]
,
òî
κ(x, t) = −1
2
{
(E + A)ji βe
iκx
det(E + aij)
+
(E − A)ji βeiκx
det(E − aij)
}
.
Ðîçïèñóþ÷è κ(x, t) i βeiκx i ïiäñòàâëßþ÷è n-é ñòîâï÷èê ó (7.12), ìà¹ìî
K2(x, x; t) = −1
2
N∑
m,n=1
{
(E + A)mn βm(t)e
i(κm+κn)x
det(E + A)
+
(E − A)mn βm(t)ei(κm+κn)x
det(E − A)
}
.
(7.17)
Òåïåð ëåãêî áà÷èòè, ùî ïðàâà ÷àñòèíà ôîðìóëè (7.17) ¹ ñóìîþ ëîãàðèô-
ìi÷íèõ ïîõiäíèõ
∂
∂x
ln det (E ± A) = 1
det (E ± A)
∂
∂x
det (E ± A) =
=
1
det (E ± A)
N∑
m,n=1
(E ± A)mn
∂amn
∂x
.
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Îá÷èñëþþ÷è ïîõiäíó âiä åëåìåíòiâ ìàòðèöi A ìàòèìåìî
∂
∂x
ln det (E ± A) = 1
det (E ± A)
N∑
m,n=1
(E ± A)mn βm(t)ei(κm+κn)x,
à ïîõiäíà âiä ïîòåíöiàëó, çãiäíî ç (7.9) ìà¹ âèãëßä
ux(x, t) = 2i
∂
∂x
{ln det (E + A(x, t))− ln det (E − A(x, t))} . (7.18)
Îòæå, N -ñîëiòîííi ðîçâ'ßçêè ðiâíßííß sin-Ãîðäîíà çíàõîäßòüñß çà ôîðìóëîþ
u(x, t) = 2i ln
det (E + A(x, t))
det (E − A(x, t)) . (7.19)
×èñëî ñîëiòîíiâ âèçíà÷à¹òüñß ÷èñëîì íóëiâ ôóíêöi¨ a(k).
7.2.1. Îäíîñîëiòîííèé ðîçâ'ßçîê
Ïðîñòèì ïðèêëàäîì âèêîðèñòàííß ïðåäñòàâëåíîãî ïiäõîäó ¹ âèïàäîê, êî-
ëè ðîçãëßäà¹òüñß îäèí çâ'ßçàíèé ñòàí, ßêîìó âiäïîâiäà¹ îäèí ïîëþñ κ1 = iκ
íà óßâíié îñi âåðõíüî¨ ïîëîâèíè êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè. Ìàòðèöß A(x, t) â öüî-
ìó âèïàäêó ìà¹ âèãëßä
A(x, t) = (A11) =
β(0)e−2κx−
t
2κ
−2κ , (7.20)
i âiäïîâiäíî
det (E ± A) = 1∓ β(0)e
−2κx− t2κ
2κ
.
Ïiäñòàâëßþ÷è öåé âèðàç ó (7.19), îòðèìà¹ìî
u(x, t) = 2i ln
1 +
β(0)e−2κx−
t
2κ
2κ
1− β(0)e−2κx−
t
2κ
2κ
 = 4i arcth
(
iβ(0)e−2κx−
t
2κ
2iκ
)
.
u(x, t) = 4 arctg
(
β(0)e−2κx−
t
2κ
2iκ
)
. (7.21)
ßêùî ââåñòè ïîçíà÷åííß
φ = ln
∣∣∣∣β(0)2iκ
∣∣∣∣ ,
òî îäíîñîëiòîííèé ðîçâ'ßçîê ðiâíßííß sin-Ãîðäîíà ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëßäi:
u(x, t) = 4ε arctg
(
e−2κx−
t
2κ+φ
)
, (7.22)
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Ðèñ. 7.1. Îäíîñîëiòîííi ðîçâ'ßçêè ðiâíßííß sin-Ãîðäîíà
äå ε = signβ(0).
Çàëåæíî âiä çíàêó äiéñíîãî ÷èñëà ε ìà¹ìî äâà âèïàäêè: êiíê (ñîëiòîí) -
ε > 0 i àíòèêiíê (àíòèñîëiòîí) - ε < 0 (ðèñ.7.1).
Ïåðåïèøåìî (7.22) ó êàíîíi÷íèõ çìiííèõ:
ξ = x+ t, τ = x− t,
u(x, t) = 4ε arctg
(
e−ξ−v τ+φ
)
, (7.23)
äå v =
4κ2 − 1
4κ2 + 1
- øâèäêiñòü ñîëiòîíà.
Ðèñ. 7.2. Ïîõiäíà îäíîñîëiòîííîãî
ðîçâ'ßçêó ðiâíßííß sin-Ãîðäîíà
Ïîõiäíà âiä îòðèìàíîãî ðîçâ'ßçêó
ôóíêöi¨ u(x, t) (7.22) ìà¹ çâè÷íèé ñîëiòîí-
íèé âèãëßä:
ux(x, t) =
−4κ
ch
(
2κx+ t2κ − φ
) . (7.24)
Âiäîìi áiëüø ïðîñòi ñïîñîáè çíàõîä-
æåííß âèðàçó äëß êiíêà ðiâíßííß sin-
Ãîðäîíà, àëå ïðè âèêîðèñòàííi öüîãî
ïiäõîäó îòðèìàíî âèðàç äëß øâèäêîñòi
ñîëiòîíà, ßêèé ïîâ'ßçó¹ ¨¨ ç ïîëîæåííßì
ïîëþñà κ.
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7.2.2. Äâîñîëiòîííèé ðîçâ'ßçîê
Áóäåìî ðîçãëßäàòè äâîñîëiòîííèé ðîçâ'ßçîê - ïðîöåñ ïðîõîäæåííß êiíêà
i àíòèêiíêà îäèí ÷åðåç îäíîãî. Â öüîìó âèïàäêó íóëi ôóíêöi¨: κ1 = iκ(1) i
κ2 = iκ(2), ïðè÷îìó κ(1) > κ(2) > 0.
Êîåôiöi¹íòè ìàòðèöi A(x, t) çãiäíî îçíà÷åííß (7.14) ïðè âèáðàíèõ íóëßõ
ìàòèìóòü âèãëßä:
A11 =
β1(0) exp
(−2κ(1)x− t
2κ(1)
)
−2κ(1) ,
A12 =
β1(0) exp
(− (κ(1) + κ(2))x− t
2κ(1)
)
− (κ(1) + κ(2)) ,
A21 =
β2(0) exp
(− (κ(1) + κ(2))x− t
2κ(2)
)
− (κ(1) + κ(2)) ,
A22 =
β2(0) exp
(−2κ(2)x− t
2κ(2)
)
−2κ(2) .
Ââåäåìî äëß çðó÷íîñòi ïîçíà÷åííß
2φn = ln
∣∣∣∣βn(0)2κ(n)
∣∣∣∣ , äå n = 1, 2;
∆ = ln
κ(1) + κ(2)
κ(1) − κ(2) .
Òîäi ìàòðèöß (7.14) ïðè âèáðàíèõ íóëßõ íàáóâà¹ âèãëßäó:
A11 = − exp
(
−2κ(1)x− t
2κ(1)
+ 2φ1
)
,
A12 = −
2κ(1) exp
(− (κ(1) + κ(2))x− t
2κ(1) + 2φ1
)(
κ(1) + κ(2)
) ,
A21 = −
2κ(2) exp
(− (κ(1) + κ(2))x− t
2κ(2) + 2φ2
)(
κ(1) + κ(2)
) ,
A22 = − exp
(
−2κ(2)x− t
2κ(2)
+ 2φ2
)
.
Òàêèì ÷èíîì,
det (E ± A) = 1∓ exp
(
−2κ(1)x− t
2κ(1)
+ 2φ1
)
∓ exp
(
−2κ(2)x− t
2κ(2)
+ 2φ2
)
+
+
(
κ(1) − κ(2)
κ(1) + κ(2)
)2
2κ(2) exp
(
−2
(
κ(1) + κ(2)
)
x− t
2
(
κ(1) + κ(2)
)
+ 2φ1 + 2φ2
)
.
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Äëß çðó÷íîñòi çàïèñó ïîçíà÷èìî
ν1 = (κ(1) + κ(2))x+
t
4
(
1
κ(1)
+
1
κ(2)
)
− (φ1 + φ2) + ∆,
ν2 = (κ(1) − κ(2))x+ t
4
(
1
κ(1)
− 1
κ(2)
)
− (φ1 − φ2),
Âèêîíà¹ìî ïåðåòâîðåííß ç óðàõóâàííßì ïîçíà÷åíü, âèäiëßþ÷è ßâíî ãiïåð-
áîëi÷íèé êîñèíóñ
det (E ± A) = exp
(−(κ(1) + κ(2))x− t4 ( 1κ(1) + 1κ(2))+ (φ1 + φ2))
κ(1) + κ(2)
×
×
[
(κ(1) − κ(2)) (exp(ν1) + exp(−ν1))∓ (κ(1) + κ(2)) (exp(ν2) + exp(−ν2))
]
;
det (E ± A) = 2 exp
(− (κ(1) + κ(2))x− t4 ( 1κ(1) + 1κ(2))+ (φ1 + φ2))
κ(1) + κ(2)
×
×
[(
κ(1) − κ(2)
)
ch (ν1)∓
(
κ(1) + κ(2)
)
ch (ν2)
]
.
Êîðèñòóþ÷èñü ôîðìóëîþ (7.19) çàïèñó¹ìî äâîñîëiòîííèé ðîçâ'ßçîê ðiâ-
íßííß sin-Ãîðäîíà ó âèãëßäi:
u(x, t) = 2i ln
{(
κ(1) − κ(2)) ch (ν1)− (κ(1) + κ(2)) ch (ν2)(
κ(1) − κ(2)) ch (ν1)− (κ(1) + κ(2)) ch (ν2)
}
. (7.25)
89
Äîäàòîê A.
Îñíîâíi ðiâíßííß i ñïiââiäíîøåííß ÌÎÇÐ
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.
Ç
à
ä
à
÷
à
Ê
î
ø
i
u
t
=
F
(u
,u
x
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,.
..
),
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=
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